
 (1)الرياضيات  الثالث الثانوي العلمي

التكامل المحدد والتابع الأصلي
   التابع الأصلي: .1

أن: نثبت Dالمعرف على fللتابعتابع أصلي  F أن لإثبات
ⓐFاشتقاقي علىDⓑ   F x f x 

:3  :1مثال 1F x x   2 لـتابعٌ أصلي: 3f x x على .
. و  علىاشتقاقي  Fلأن    2'   3xF x f x 

2 :2مثال 11
: 3

2

xF x e    ٌأصلي للتابع  تابع

2 1: xf x e المجالعلى] ,0[.
[ علىاشتقاقي  Fلأن  ,0[ و .   2 1' xeF x f x 
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اساسيات التحليل
إشارة عبارة جبرية: دراسة .1

نميز الحالات الآتية:
 حالة ax b أو( )( )ax b a x b    أوax b

a x b



 
: نعدم  

العبارات ثم ننظم جدول الإشارة .
 2 حالةax bx c  : 2نوجد 4  b ac  عندما يكون وهنا: 
0إشارة مثل العبارة إشارة تماماً.aفإن سالب أو تماماً موجب
0إشارة مثل العبارة إشارة الصفرaفإن ويساوي سالب أو موجب

فقط عندما
2

b
x

a


0إشارة يخالف الجذرين بين موافق حيثaفإن وخارجهما

1الحلين هما  2,
2 2

b b
x x

a a

     
 

  ًنحاول استعمال المتطابقات أو القواعد العامة  أحيانا
  ًأن نلجأ دراسة تغيرات التابع. يمكنأخيرا

في كلا مما يأتي: fالتابع  س إشارة ادر :1مثال

⑴ ( ) 2 8f x x    :2 8 0 4x x    

4

2 8 0

x

x

 

  

⑵   ( ) 2 4 1f x x x  :

2 4 0 2, 1 0 1x x x x       

  

1 2

2 4 1 0 0

x

x x

 

    

⑶
4

( )
1

x
f x

x





:

4 0 4, 1 0 1x x x x        

1 4

4
|| 0

1

x

x

x

  


  



 

⑷2( ) 5f x x x  :

   2 4 1 4 1 5 19 0b ac       

)موجب تماماً أي  aفإن إشارة التابع مثل إشارة  ) 0f x .
⑸ 2( ) 8f x x أي تماماً موجب التابع أن )نلاحظ ) 0f x .

ادرس إشارة كل من المقادير: [1]
        


   

 

     

   

2

2 2

2 2

( ) 3 2 ( ) 2 6

2 4
( ) 2 3 ( )

1

( ) 4 4 ( ) 2 7

( ) 2 3 ( ) 2

f x x x f x x

x
f x x x f x

x

f x x x f x x x

f x x f x x x

ⓑ  ⓐ

ⓓ  ⓒ

ⓕ ⓔ

ⓗ ⓖ
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نزع القيمة المطلقة: .2
إشارة ما داخلها فإذا كان موجب يبقى ذاته وإذا كان سالب نعكس  ندرس

)اشارته أي نكتب:    ) ( )f x f x   إذا كانf  موجب
)و ) ( )f x f x   إذا كانf .سالب

 

:2مثال

2 2

3 3 , 3 3

2 3 2 3, 3 3x x

   

      

اكتب بعبارة مستقلة عن القيمة المطلقة. [2]
2

2 2

( ) 2 4 ( ) 4

( ) 9 ( ) 2 1

f x x f x x

f x x f x x x

    

    

ⓑ ⓐ

ⓓ ⓒ

 لحل:ا
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...............................................................................

( :Dمجموعة التعريف ) .3
ℝ ( معرف علىlnلوغاريتم  أوكل  تابع لا يحوي )كسر أو جذر 

 0 ≠ لا يساوي الصفر المقام: شرط الكسر
 0 ≤يساوي الصفر  أكبر أو داخله: شرط الجذر من المرتبة الزوجية
  شرطln : 0<  أكبر تماماً من الصفر داخلهما

في كلا مما يأتي: fللتابع  Dجد مجموعة التعريف  :3مثال

⑴3 2( ) 2 8 1f x x x x     :D 

⑵( ) cos sinf x x x         :D 

⑶
4

( )
1

x
f x

x





1 معرف بشرط:    0x   1 أيx  

\{ 1}D   
⑷( ) 2f x x   :2معرف بشرط 0x  2أيx 

[2, [D  

⑸
2

( )
1

x
f x

x



2 الشرط:   1 0x    محقق دوماً شرط وهذا

D لذلك 

⑹2( ) 3f x x   :2 معرف بشرط 3 0x    وهذا محقق

لذلك  ً Dدوما 

نتعامل معهما مثل حالة الكسر ويكون tan, cotفي حال وجود 

 شرط  tan g :\{ : }
2

g k k


  

 شرط  gcot  :\{ : }g k k  
⑺ 

sin2
( ) tan2

cos2

x
f x x

x
    :معرف بشرط cos2 0x  

2 :
2

x k k


   أي 
4 2

k
x

 
  ومنه\{ }

4 2

k
D

 
 

f للتابع  D التعريف مجموعة جد [3]

2

2

2 4
( ) ( ) 2 7

1

2 4
( ) ( ) 2 4

1

x
f x f x x x

x

x
f x f x x

x


   
 


  



ⓑ ⓐ

ⓓ ⓒ
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x

y

y a

x

y

...................................................................................

.................................................................................. 

................................................................................... 

 y = ax +bرسم المستقيم المائل  .4

0هذا المستقيم نحتاج الى نقطتين نوجدهما من الجدول   لرسم 1x

y
   

2 ارسم المستقيم  :4مثال 1y x   

0 1

1 1

x

y 
 

 
 

  المستقيم الافقيy a 

  aهو مجموعة النقاط التي ترتيبها يساوي 
 Oxوهو مستقيم يوازي محور الفواصل 

0y)محور الفواصل معادلته ) 

 
 

 

  المستقيم الشاقوليx a 

  aهو مجموعة النقاط التي فواصلها 
  Oyهو مستقيم يوازي محور التراتيب 

0xمحور التراتيب معادلته  ( ) 

 منصف الربع الأول والثالث 

y  هو مستقيم معادلته   x    

1m  وميلة    

                           
                                                                               

 منصف الربع الثاني والرابع 

y هو مستقيم معادلته     x  

1m وميله    

 

 

 الذي يحوي  المستقيمy  0  ستقيم افقي ميله فقط هو مm . 
 الذي يحوي  المستقيمx  .فقط هو مستقيم شاقولي ليس له ميل 
  يحويالمستقيم الذي  ,  x y  يسمى مائل وميلهm. 
 :  المعطى المستقيمارسم  [4]

3 2 2 1 2x y y x y x    ⓓ ⓒ ⓑ ⓐ  

 لحل:ا
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 ايجاد ميل مستقيم: .5
  نعزل عُلمت معادلتهميل مستقيم :y  في طرف فيكون أمثالx 

 هو الميل.
  نوجد فرق التراتيب على فرق عُلمت نقطتين منهميل مستقيم :

 .الفواصل
 كل من المستقيمات الآتية: ميلجد  :5مثال

⑴  4  5   4y x m     

⑵   5  3 0 5 3  5y x y x m           

⑶ 
3 3

2 3 0 2 3
2 2

y x y x y x m         

,(1,2)المستقيم يمر من النقطتين  ⑷ (3,5)A B  

2 1

2 1

5 2 3

3 1 2

y y
m

x x

 
  

 
 

 جد ميل كل المستقيمات: [5]
3 2 1 0 2 7

(3, 2), ( 3,5) (3,0), ( 1,2)

y x y x

A B A B

     

  

ⓑ ⓐ

ⓓ ⓒ
 

 لحل:ا
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x a

x
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 اتالنهاي

 عند عدد بيانيا: النهاية .1

)إذا تجمعت قيم  هي  aعند  f نهايةنقول إن  )f x  عندما  قرب
lim.  ونكتب aبما يكفي من  قريبة xتصبح  ( )

x a
f x


. 

 
 1عند 2عند
 
 
 
 
 
 

 

  4عند 6عند
 
 
 
 
 
 

 

  6عند  9عند
 
 
 
 
 
 

 

 :  قواعد على

   

 
        



            

1 1
0 , , , , ,

0 0 0 0

, ,

a

a

 

 :aالنهاية عند عدد  .2

  ( نعوض مكان كلوالمرجعية )كثير الحدود والكسري  التوابعفيx  بـ
a  أي   lim

x a
f x f a


. 

 شارة المقام.في حال وجود صفر في المقام ندرس إ 
 جد نهاية كل من التوابع الاتية: :1مثال

⑴ 2

0
lim( 1) 1
x

x x


     

⑵ 
1

2 7 5
lim

1 0x

x

x 


  
   

 
 

و
1

2 7 5
lim

1 0x

x

x 


  
   

 
حيث   

1

1 0

x

x

 

  
 

 1لا يوجد نهاية عند 

⑶ 
21

2 7 5
lim

( 1) 0x

x

x 

  
   

 
 

⑷ 
1

2 7 5
lim

01x

x

x


  
   

 
  

 كان الناتج للنهاية عدد حقيقي نقول ان للتابع نهاية حقيقية إذا.  
 .نقول ان للتابع نهاية ولكنها غير حقيقية ∞-او  ∞+أما اذا كان الناتج 

عدة  أو وجدن لا تساوي النهاية من اليسار يواما اذا كانت النهاية من اليم
 نقول انه ليس للتابع نهاية. عندئذنتائج 

 .aعند  fادرس نهاية التابع  [1]

 
   

 

 
    

  


    



2

2

2

2 3
( ) , 2 ( ) , 1

2 1

2 1 2 1
( ) 2 ( ) , 1

4 1

2 2
( ) , 2 ( ) , 2

( 2)2

x x
f x a f x a

x x

x x
f x a f x a

x x

x
f x a f x a

xx

ⓑ ⓐ

ⓓ ⓒ

ⓕ ⓔ
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....................................................................................
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....................................................................................
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....................................................................................
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.................................................................................... 

....................................................................................
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.................................................................................... 

 

 :± ∞النهاية عند  .3

 وفي الحالات التالية:   بقيمة النهاية xنعوض مكان كل 
 2كثير الحدود: حالة

2 1 0....n

na x a x a x a     نعوض في
 الحد الأعلى درجة أي الحد المسطر.

  كسر بسطه ومقامه كثيرا حدود( نوجد نهاية  :حالة التابع الكسري(
 .قسمة الحد المسيطر في البسط والمقام

 نهاية كل من التوابع الاتية: جد :1مثال

⑴ 3 2 3lim( 2 1) lim( )
x x

x x x x
 

       

⑵ 
2 7 2 2

lim lim
3 5 3 3x x

x x

x x 

   
    

   
  

⑶  
3 3

2 2

6
lim lim lim

3 1x x x

x x
x

x x x  

   
      

    
 

⑷ 
2 2

2 6 2 2
lim lim lim 0

3 1x x x

x x

x x x x  

     
       

      
 

⑸  2lim 3
x

x x


      . 

 .وعند  نهايات التوابع الآتية عند احسب [2]
ⓐ 3 2( ) 1f x x x x     ⓑ 4 3( ) 2 100f x x x   

 لحل:ا
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....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................
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....................................................................................
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 نضرب البسط والمقام بالجذر. د وجود مقدار وجذرهعن :ملاحظة
 .aعند  fادرس نهاية التابع  [3]

2

2

3 2

2

2 1
( )

1

1
( )

2

2 1
( )

2

3
( )

3

x
f x a

x

x
f x a

x x

x x
f x a

x x

x
f x a

x


  



 
  

 

 
  












 



ⓐ

ⓑ

ⓒ

ⓓ

 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................
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....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................
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.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................  

2 هيالتوابع المرجعة:  1
sin , cos , , ln , , , ,xx x x x e x x

x
 

x مثلنسميه مركب  x إذا كانت حشوة التابع غير x  تابع
2مرجعي و 1x x و تابع مركب2( )x f x x تابع مركب. 

 : نهاية التابع المركب .4

تساوي نهاية  التابعثم نكتب  نهاية   bفينتج  التابعنوجد نهاية مضمون 
 . bتسعى الى  xعندما  التابع المرجعي

limلإيجاد   مثلا: ( )
x a

f x


limنوجد  ( )
x a

f x b


 م نكتبث 
lim ( ) lim
x a X b

f x X b
 

 . 
 نهاية كل من التوابع الاتية: جد :2مثال

⑴ 3( )f x x x a     

3lim( )
x

x x


     3ومنهlim( ) lim( )
x X

x x X
 

      

⑵  
8 1

( )
2 3

x
f x a

x


  


  

8 1
lim( ) 4

2 3x

x

x





ومنه   

4

8 1
lim( ) lim( ) 4 2

2 3x X

x
X

x 


  


 

 .aعند  fنهاية  احسب Dمعرفا على مجموعة  f ليكن [4]

2

3 21 5

2

1
] ,1[ ( ) ,

1

, ( ) ,

1
\{ 2} ( ) cos ,

2

x
D f x a

x

D f x x x x a

x
D f x a

x





 
    



        
 

 
     













ⓐ

ⓑ

ⓒ

 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

................................................................................... 

................................................................................... 
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[المعرف على  التابع f ليكن [5] 5, [   3وفق
( )

5

x
f x

x





. 

ⓐ احسب lim ( )
x

f x


limواستنتج   ( ( ))
x

f f x


.  

ⓑ اكتب ( ( ))f f x  بدلالةx  جدثم lim ( ( ))
x

f f x


. 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

,3[التابع المعرف على  g ليكن [6] [  3وفق 1
( )

3

x
g x

x





. 

)اكتب  ( ))g g x  بدلالةx  ثم جدlim ( ( ))
x

g g x


.  
 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

 (الإحاطة )برهنة م .5

 لتكن ( ) ( ) ( )g x f x h x   وكانlim ( ) lim ( )g x h x  
limعندئذ  ( )f x . 

 في  نستعملها: غالبيةsin( ), cos( ), ( )E   . 
  نستعمل المحدوديات الاتيةاطة الإح مبرهنةوفي: 

2

2 2

1 sin 1, 1 cos 1, 0 sin 1,

0 cos 1, ( ) 0, 0, 0

x x x

x

       

    
 

2نهاية ال جد :3مثال

0

1
lim .cos
x

x
x

 . 

1 إن الحل:
1 cos 1

x
     أيا كانت*x   2بـ  نضربx: 

2 2 21
cosx x x

x
    

2 2lim lim 0
x x

x x
 

    
lim مبرهنة الإحاطة وحسب ( ) 0

x
f x


. 

[7] f 3وفق  معرفال cos
( )

x x
f x

x


.  1أيا يكنx .   

 . عند fنهاية  ما
 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

.................................................................................... 
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[8] f 2وفق  معرفال sin
( )

1

x x
f x

x





1xأيا يكن  . .   

ⓐ  2أثبت أن 1 2 1
( )

1 1

x x
f x

x x

 
 

 
 ⓑ نهاية  ماf عند . 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

cosنهاية  جد [9]
:

1

x
f x

x 
 .عند  

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

 

3 لدينا [10] cos 3 7
( )

1

x x x
f x

x x

 
 


 ؟عند  fما نهاية  

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

 : )المقارنة( مبرهنة  .6

) المترجحة لتكن ) ( )g x f x . 
  كان إذاlim ( )g x   عندئذ ،lim ( )f x   . 
  كان إذاlim ( )f x    عندئذ ،lim ( )g x  . 

:التابع  نهاية جد :4مثال 2 cosf x x x  عند . 
1 لدينا الحل: cos 1x    
2x  :2 نضيف 1 2 cos 2 1x x x x      أي

2 1 ( ) 2 1x f x x    
lim نجد المقارنة مبرهنةوحسب   ( )

x
f x


 . 

[11] f  21يحقق
( )

4
f x x ،0x  ما نهاية .f  عند؟ 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

................................................................................... 
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[12] f  2يحقق( )f x x  ،0x  ما نهاية .f  عند؟ 
 ل:لحا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

. aعند  fنهاية التابع  ادرس [13]
2 2

3

( ) 2 sin ( ) 2 5sin

sin
( ) ( ) (2 cos )

1 1
( ) cos ( ) sin 0

f x x x a f x x x a

x
f x a f x x x a

x

f x x a f x x a
x x

       

      

    



 

ⓑ ⓐ

ⓓ ⓒ

ⓕ ⓔ

 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 
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....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

2018)دورة  [14] 1) g  1معرف وفق
( )

3 cos
g x

x



. 

ⓐ  أثبت أنg محدود  .ⓑ  استنتج
2

lim
3 cosx

x

x 
. 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

)إذا كان  :3مبرهنة  ) ( )f x g x  وكان .lim ( ) 0g x  عندئذ ،
lim ( )f x . 

 لدينا [15]
1

( ) 3
1

f x
x

 


،0x  ما نهاية .f عند؟ 
 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

 لدينا [16]
2

2

sin
( ) 3

1

x
f x

x
 


 ؟عند  f. ما نهاية 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 
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  التعيين: عدمحالات  .7
0 : هي

, , , 0
0


  


   

 أي النتيجة غير معروفة وهنا نتبع أسلوب أخر
 حالة


: 

   ج من البسط والمقام عامل مشترك.في الحالة العامة نخر 

) المعرف وفق fجد نهاية  :5مثال )
3

x x
f x

x





  .عند  

  الحل:

   

1
1(1 ) 1

( )
3 3 33

(1 ) 1 1

1
1

lim ( ) lim 1
3

1
x x

x x
x

x x xx xf x
x

x
x x x

x
f x

x

 

 


   


  



 



 

 . a، عند f في كل حالة نهاية التابع ادرس [17]
3

2

2

2

2

( ) ( )
1 1

1
( ) ( )

1 1

1
( ) ( )

11

x x x
f x a f x a

x x

x x x x
f x a f x a

x x

x x x
f x a f x a

xx


     

 

  
     

 

  
   





  


ⓑ ⓐ

ⓓ ⓒ

ⓕ ⓔ

 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

 

 

 حالة  :  

 . في الحالة العامة نخرج عامل مشترك

وفي حالة الجذر )أي حالة وجود حدين أحدهما جذر والآخر جذر أو 
كثير حدود(: نربع الحدين إذا كان مسيطر= مسيطر نضرب البسط 

 مل مشترك.عا 2xوالمقام بالمرافق وإلا نخرج من داخل الجذر 
)2جد نهاية  :6مثال ) 3f x x x    عند.  

2 2
2

2

( 3 )( 3 )
( ) 3

3

x x x x
f x x x

x x

   
   

 
 

2 2

2 2

2

3 3
( )

3 3

3
lim ( ) lim 0

3x x

x x
f x

x x x x

f x
x x 

 
 

   

 
 
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) المعرف وفق fجد نهاية  :7مثال ) 3f x x x    عند.  

  

2

2 2

2 2

2

1 3 1 3
( ) 3 ( )

1 3 1 3
( 1)

1 3
lim ( ) lim ( 1) (0 1)
x x

f x x x x x x x
x x x x

x x x
x x x x

f x x
x x 

        

     

       

 

 . a، عند f في كل حالة نهاية التابع ادرس [18]
2

2

2 2

( ) 1 ( ) 1

( ) 1 2 ( ) 1 2

( ) 4 2 ( ) 2

f x x x a f x x x a

f x x x a f x x x a

f x x x x a f x x x x a

         

        





      



 



 

ⓑ ⓐ

ⓓ ⓒ

ⓕ ⓔ

 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 
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....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

0 حالة

0
:  

 الحالة الدلالة الطريقة

0

sin
lim 1
x

x

x
 sin0 

0

0
 

2مرافق أو 

2
1 cos 2sin xx  1 cos0 

 جذر مرافق
 عامة مطابقات أو تحليل

sin(3 المعرف وفق fنهاية  جد :8مثال )
( )

x
f x

x
  0عند.  

0 0
3 0

sin(3 ) sin(3 )
( ) 3

3

sin(3 )
lim ( ) lim 3 3 1 3

3x x
x

x x
f x

x x

x
f x

x 


  

   

 

 المعرف وفق f نهايةجد  :9مثال
2

1 cos( )
( )

x
f x

x


  0عند.  

 

2

2 2 2

22

2

2
2

0 0

1 cos (1 cos )(1 cos ) 1 cos
( )

(1 cos( )) (1 cos( ))

sin sin 1

(1 cos( )) 1 cos

sin 1 1 1
lim ( ) lim 1

1 cos 2 2x x

x x x x
f x

x x x x x

x x

x x x x

x
f x

x x 

   
  

 

 
   

  

 
   

 

 

3 معرف وفق fجد نهاية  :10مثال 2 2
( )

2

x
f x

x

 



  .2عند  

3 2 2 ( 3 2 2)( 3 2 2)
( )

2 ( 2)( 3 2 2)

x x x
f x

x x x

     
 

   
 

3 2 4 3( 2) 3
( )

( 2)( 3 2 2) ( 2)( 3 2 2) 3 2 2

x x
f x

x x x x x

  
  

       
 

2 0

3 3
lim ( ) lim

43 2 2x x
f x

x 
 

 
 

0 حالة :  

0في الحالة العامة فك أقواس وإلا مثل 

0
أو  


 . 

1 معرف وفقfجد نهاية  :11مثال
( ) (2 sin )f x x x

x
   0عند. 

0 0

1 sin
( ) (2 sin ) 2

sin
lim ( ) lim 2 2 1 1
x x

x
f x x x

x x

x
f x

x 

    

 
     

 

 

 . a، عند f في كل حالة نهاية التابع ادرس [19]

2

sin sin( 2)
( ) 0 ( ) 2

2

2 1 2
( ) 0 ( ) 3

31 1

1
( ) 1 ( ) 1

11

x x
f x a f x a

x x

x x
f x a f x a

xx

x x x
f x a f x a

xx


   



 
   

 

  
    



ⓑ ⓐ

ⓓ ⓒ

ⓕ ⓔ

 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 
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....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

.................................................................................... 

 .fفي كل حالة نهاية التابع ادرس [20]

2 2

2 2

3 2

2

2

1 cos sin
( ) 0 ( ) 0

sin 1 cos

sin ( 2) 1
( ) 2 ( ) 1, 2

4 4 2

1 2 1
( ) 1 ( ) 2,1

1 2

sin 1 2
( ) 0 ( ) 3

3 9

x x x
f x a f x a

x x

x x
f x a f x a

x x x x

x x x
f x a f x a

x x x

x
f x a f x a

x xx


   



 
    

   

  
    

  

     
 

ⓑ ⓐ

ⓓ ⓒ

ⓕ ⓔ

ⓗ ⓖ

 لحل:ا 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 
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....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

 
 

 استعمال تعريف النهاية: .8

 ا يمكن الاستفادة من بعض الخواص:هن
  لحساب مجهول موجود في البسط والمقام من نفس الدرجة نقسم البسط

على المقام قسمة اقليدية ثم نكتب الكسر يساوي ناتج القسمة + باقي 
 القسمة على المقسوم عليه.

 a x a x a      أي عند وجود مقدار بين عدد ومعكوسه
 الب ونضع المقدار بالقيمة المطلقة. نحذف الجزء الس

  طرفيها من نفس الإشارةقلب طرفي متراجحة إلا إذا كان  نيمكلا 
 التراجح عند الضرب أو القسمة على سالب أو قلب  جهة نغير

 الطرفين.
 المجال  مركز] , [a b  هو

2

a b
c


 

  نصف قطر المجال] , [a b  هو
2

b a
r


 

 

}\المعرف على  f :12مثال 3/2} 4 وفق 5
( )

2 3

x
f x

x





 عين .

x الشرط: إذا كان يحقق Aالعدد  A انتمى ( )f x  إلى المجال
 .0.05ونصف قطره  2الذي مركزه  I المفتوح
) الحل: )f x  إلى المجال المفتوحينتمي I  ونصف  2الذي مركزه
 إذا تحققت المتراجحة 0.05قطره 

( )

( ) 2 0.05

4 5 5
2

2 3 100

11 1

2 3 20

11 1

|2 3| 20

|2 3| 220

220 2 3

108.5 108.5

f x c r

f x

x

x

x

x

x

x

x A

 

 


 











 

 

  

 

:للتابع  نهاية جد :13مثال 4 1f x x   مجالا عين ثم  .2عند
I  ذا كان إ الشرط: يحقق 2مركزهx  من المجالI كان ،( )f x  من

المجال 2.99,3.01J . 
  الحل:

 ( ) 2.99,3.01

2.99 4 1 3.01

f x

x



  
 

2 2

2 2

2.99 4 1 3.01

2.99 1 3.01 1

4 4

1.985025 2.015025

x

x

x

  

 
 

 

 

I]1.99,2.01[يمكننا أخذ المجال   
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المعين بالعلاقة  fنهاية التابع  جد :14مثال
2

5 1
( )

( 1)

x
f x

x





عند  

المجال  من عنصرا xإذا كان  :الشرط يحقق عددا  عين، ثم 1
]1 ,1 [   3، كان 1عن  مختلفا( ) 10f x . 

  الحل:
3

3

2

( ) 10

5 1
10

( 1)

f x

x

x








 

1لدينا  5 1 4 5 1 0.1x x x        
أي 

2 2

5 1 0.1

( 1) ( 1)

x

x x




 
 

3التي تجعل  xلذلك نبحث عن  

2

0.1
10

( 1)x



  

3حقق وبذلك يت

2

5 1
10

( 1)

x

x





 

3

2

0.1
10

( 1)x



4فنجد  10نضرب بـ  

2

1
10

( 1)x



  

21نجذر الطرفين 
10

1x



 

ومنه 
2

1
1

10
x    أي

2 2

1 1
1

10 10
x     

أي 
2 2

1 1
1 1

10 10
x     

2 2

1 1
]1 ,1 [

10 10
x     ومنه

2

1

10
  

f : 5 نهاية احسب [21] 1
( )

1

x
f x

x





عددا  أعط، ثم عند  

A إذا كان :  يحققx A كان ،( )f x  4.9,5.1[في المجال[. 
 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

 
2المعين بالعلاقة  fأوجد نهاية التابع  [22] 1

( )
3

x
f x

x

 



عند  

 ثم أوجد عددا ،A إذا كان الشرط:  يحققx A كان ،( )f x 
[في المجال  2.05, 1.95[ . 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................
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....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

. 

[23] f لى المعرف ع\{ 2} 3 وفق 5
( )

2 4

x
f x

x





العدد  عين .

A الشرط: إذا كان يحقق x A انتمى ( )f x إلى المجال المفتوح 
I  3الذي مركزه

2
 .0.5ونصف قطره  

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

}\المعرف على  f يكنل [24] 1}  :وفق( )
1

x
f x

x



. 

a)  جدlim ( )
x

f f x


 . 
b) مجالا  أوجدI  إذا انتمى  الشرطيحقق  1مركزهx  إلى المجالI ،

)انتمى  )f x  0.4,0.6[إلى المجال[. 
 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................. 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

.................................................................................... 
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3المعين بالعلاقة  fأوجد نهاية التابع  [25]
( )

3

x
f x

x





، 5عند  

، Iال إلى المج x انتمىإذا  الشرط يحقق 5مركزه  Iثم أوجد مجالا 
) انتمى )f x  3.95,4.05[إلى المجال[. 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

التابع المعين بالعلاقة  f ليكن [26]
2

1
( )

( 1)
f x

x



. 

ⓐ نهاية  جدf 1 عند.  
ⓑ 6حقق ي 1مركزه  جد مجالا( ) 10f x . 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 
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 لمقارباتا
 الافقي:قارب الم .2 :شاقوليالقارب الم .1

lim إذا كان  ( )
x a

f x


   
x فإن  a مقارب شاقولي  

 Cلـ 

lim إذا كان  ( )
x

f x a


  
y فإن  a  مقارب افقي  لـC 

 في جوار 

 
 

 :المائلقارب الم .3
 إذا كان 

 lim ( ) 0
x

f x y


   
:فإن      y ax b   

في جوار  Cمقارب مائل لـ 
  
 :الوضع النسبي مع المقارب .4

x مع  a :x a


  يكونC    يقع على يمين المقارب 
xو  a


  يكونC    يقع على يسار المقارب 

y مع  a أو:     y ax b    ندرس إشارة( )f x y 
 تحت  Cوإذا كان سالبا كان  فوق  Cفإذا كان موجبا كان 

 نهايات عند تكون بإيجاد الالشاقولية والأفقية وجود المقاربات  دراسة
 الأطراف المفتوحة لمجموعة التعريف.

2المعين بالعلاقة  fالتابع  نهايةأوجد  [27] 1
( )

1

x
f x

x





 1عند  

يمات المقاربة لخطه ، ثم أوجد معادلات المستقوعند  وعند 
 البياني وبين وضع الخط البياني بالنسبة إلى مقارباته الأفقية.

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

3للتابع  السابقأعد حل السؤال  [28]
( )

1

x
f x

x



. 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

x

y

x a

O

x

y

y a

O
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  بالعلاقة المعطى f التابع ليكن :15مثال
2 3 1

( )
2

x x
f x

x

 



 . 

لخطه البياني وبين وضع  الشاقولي أو الافقي المقارب ةأوجد معادل ⑴
 ه.الخط البياني بالنسبة إلى مقارب

:أثبت أن  ⑵ 1y x    مقارب للخطfC  في جوار. 
 .بالنسبة إلى  fCادرس وضع  ⑶

 ⑴الحل:
2 3 1

lim ( ) lim
2x x

x x
f x

x 

 
  


 

و 
2 3 1

lim ( ) lim
2x x

x x
f x

x 

 
  


 لا يوجد مقارب. 

2

1
lim ( )

0x
f x

 



    

 2x     ومقارب شاقوليC .يقع على يمين المقارب 

2

1
lim ( )

0x
f x

 



    

 2x    وب شاقولي  مقارC .يقع على يسار المقارب 
 نجد الفرق ⑵

 
2 23 1 ( 3 2) 1

( ) ( ) 1
2 2

x x x x
f x y f x x

x x


     
     

 
 

1
lim( ( ) ( 1)) lim 0

2x x
f x x

x 


   



 مقارب للخط fC في جوار .  
⑶ 1

( ) ( 1)
2

f x x
x


  


  

2x من اشارة شارةأن الإ : 
 
 
 
مقاربا مائلا للخط  كان المستقيم  بين معللا إجابتك إذا يأتيفيما  [29]

. ادرس بعدئذ الوضع عند  وأ ، عند fللتابع  fCالبياني 
 . و مقاربه fCالنسبي للخط 

2

2

2 5
2

1
( ) 1 : 1

5
( ) 3 7 : 3 7

| |

10
( ) 2 3 : 2 3

1

2 7 3
( ) : 2 1

4

1 1
( ) : 1

2 1 2

sin
( ) :

f x x y x
x

f x x y x
x

f x x y x
x

x x
f x y x

x

x x x
f x y x

x

x
f x x y x

x

       

     

     


 
   



  
   



   

ⓐ

ⓑ

ⓒ

ⓓ

ⓔ

ⓕ

  

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

x

y

O 1

1
2

2

x

x




  

 

C   فوق

 تحت

 تحت
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....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 
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2019دورة ) [30] 1)  ليكن
2

1
( ) 3f x x

x
   

:أثبت أن  3y x    مقارب للخطfC  في جوار. 
 .بالنسبة إلى  fCادرس وضع ثم 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

 
2022)دورة  [31] 1)  ليكنsin

( ) 1
x

f x x
x

   

:أثبت أن  1y x    مقارب للخطfC  في جوار. 
 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

 
 

[32] f وفق:  {0}\على  المعرف
3

2

cos 2
( )

x x
f x

x

 
 

d:أثبت أنَّ المستقيم  y x  عند   مقاربٌ مائل للخط  . 
 وادرس الوضع النسبي.

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

 
2021)دورة  [33] 2) f على  المعرف] ,0[   :وفق

2 22 cos
( )

x x
f x

x


  أثبت أنَّ المستقيم: 2d y x  مقاربٌ مائل

 . وادرس الوضع النسبي. عند   للخط 
 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 
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 المائل:قارب إيجاد الم .5

  التابع يحوي حدين أحدهما من الدرجة الأولى والأخر نهايته  كانإذا
 مقارب مائل عند  نخمن أن مقدار الدرجة الأولى عند صفر 

ونثبت ذلك بإثبات  lim ( ) 0
x

f x y


 . 
 حالة السابقة.فنعود إلى الي نقسم قسمة اقليدية كان التابع كسر  إذا 
  2اذا كانax bx c   نتمم الحشوة الى مربع كامل ونحذف

 . ونثبت ذلكالحد الثابت فنحصل على المقارب المائل 
 الشرطان تحققإذا )الطريقة العامة(  التعريف 

*( )
lim ( ) lim
x x

f x
f x a

x 
    

yمن الشكل   يوجد مقارب مائل عند  ax b    ونوجدb  من
العلاقة 


 lim ( )
x

b f x ax  وكذلك عند() 

بالعلاقة  المعطى fلتابع اليكن  :16مثال
2 3 1

( )
2

x x
f x

x

 



 . 

 .في جوار  fCللخط المائل  المقارب ةأوجد معادل
 الحل:

2 3 1
lim ( ) lim

2x x

x x
f x

x 

 
  


 

و 
2

2

( ) 3 1
lim lim 1

2x x

f x x x

x x x 

 
 


  

yمن الشكل   يوجد مقارب مائل عند  ax b    ونوجدb  
2

2 2

3 1
lim ( ) lim

2

3 1 ( 2 ) 1
lim lim 1

2 2

x x

x x

x x
b f x x x

x

x x x x x

x x

 

 

 
   



    
  

 

 

1yالمقارب هو  x . 

بالعلاقة  المعطى fلتابع اليكن  :17مثال
2 3 1

( )
2

x x
f x

x

 



 . 

 . في جوار fCللخط المائل  المقارب ةأوجد معادل
  الحل:

 التابع كسري لذلك يمكن أن نقسم قسمة اقليدية.نلاحظ أن 
2 3 1 1

( ) 1
2 2

x x
f x x

x x

  
   

 
 

:أن  1y x    مقارب في جوارنثبت ذلك . 
 

2 2

( ) ( ) 1

3 1 ( 3 2) 1

2 2

f x y f x x

x x x x

x x

   

     
 

 

 

1  أي
lim( ( ) ( 1)) lim 0

2x x
f x x

x 


   


.  

  . في جوار fC البياني مقارب للخط ومنه 

[34] f  الذي ندرسه على مجموعة تعريفهf بين، إن كان ثمة .
 .مستقيمات مقاربة مائلة للخط 

3

2 2

2
2

1 3
( ) ( ) 1

2 2

3 1
( ) ( ) 4 9

1

x x
f x f x x

x x

x x
f x f x x x

x


   

 

 
   



ⓑ ⓐ

ⓓ ⓒ

 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 
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.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

 

2020)دورة   [35] 1)f  2وفق  على معرف( ) 1f x x x   
ⓐ  ادرس نهايةf  عندالنتيجة. . اشرح التأويل الهندسي لهذه 
ⓑ  أثبت أن: 2y x   مقاربٌ للخطC  في جوار. 
ⓒ  ادرس الوضع النسبي للمقارب  والخطC . 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 
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وفق  المعرف على  f ليكن [36]
2

( )
9

x
f x x

x
 


 . 

ⓐ أن  أثبت: 1y x    مقاربٌ للخطC  في جوار. 
ⓑ  ادرس الوضع النسبي للمقارب  والخطC. 
ⓒ ٌأن  أصحيح: 1y x    مقاربٌ للخطC  في جوار؟ 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................. 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................. 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................. 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................. 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................. 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

 
[37] f  2وفق  التابع المعرف على( ) 2 4f x x x  . 
ⓐ احسب lim ( )

x
f x


ثم   lim ( ) ( 1)

x
f x x


 . 

ⓑ وجود مقارب مائل  استنتج للخط C  للتابعf  في جوار. 
 ادرس الوضع النسبي.

ⓒ احسب lim ( )
x

f x


)يحقق  aوأثبت وجود عدد . )
lim
x

f x
a

x
 

ⓓ  استنتج وجود مقارب مائل  للخطC  للتابعf  في جوار. 
 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................. 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................. 
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....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................. 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................. 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................. 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................. 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................. 

 
)2وفق  المعرف على  f ليكن [38] ) 4 5f x x x   . 

ⓐ احسب lim ( )
x

f x


. 
ⓑ 2ي الحدود اكتب ثلاث 4 5x x  بالصيغة القانونية. 
ⓒ وجود مقارب مائل للخط  استنتجC  للتابعf  في جوار . 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................
....................................................................................

.................................................................................. 
)2وفق  المعرف على  fليكن  [39] ) 4 4 3f x x x   . 

ⓐاية نه ادرسf  عند  وعند. 
ⓑ24 اكتب 4 3x x  .بالشكل القانوني 
ⓒنهاية التابع  ادرسh  فق المعرف و 

2
( ) ( ) 2 1h x f x x   

يقبل مستقيمين مقاربين مائلين يطلب  Cواستنتج أن الخط  .عند 
 إيجاد معادلتيهما. وادرس الوضع النسبي.

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................. 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................. 

....................................................................................

....................................................................................
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....................................................................................

.................................................................................. 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................. 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................. 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................. 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

................................................................................. 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

[40] f  0]معرف على, [  21وفق
2

( ) 1f x x x    . 

 وهل يوجد مقارب افقي.. عند  fنهاية  ادرس .1
 جد .2 1

2
lim ( )
x

f x x


  واستنتج أنَّ الخطC  .مقارب مائل 
 .Cالوضع النسبي للخط  درسا .3

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................. 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................. 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................. 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................. 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................. 

....................................................................................

....................................................................................

............................................................................ 
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 الاستمرار

 :الاستمرار بيانيا .1

 
 

نلاحظ أن الخط البياني مستمر 
 لأنه يتألف من قطعة وحدة

نلاحظ أن التابع غير مستمر لأن 
خطه البياني لا يتألف من قطعة 

 واحدة.
فالتابع غير مستمر إذا كان العدد لا ينتمي لمجموعة التعريف  ملاحظة:

 .عند هذا العدد

 الاستمرار عند عدد: .2

إذا كان  aمستمر عند  fيكون    lim
x a

f x f a


  

أو      lim lim
x a x a

f x f x f a
 

 

  

) وفق: التابع المعرف fليكن  :18مثال )f x x 
 ؟ 0مستمرا عند  fهل 

 لأن 0مستمرا عند f الحل:

0

0 0

(0) 0 0
lim ( ) (0)

lim ( ) lim 0 x

x x

f
f x f

f x x 

 

  


  

 

 وفق: التابع المعرف على  fليكن  :19مثال
sin2

: 0
( )

2 : 0

x
x

f x x

x




 
 

 

 ؟ 0مستمرا عند  fهل 
 الحل:

0

0 0

(0) 2

lim ( ) (0) 2sin2
lim ( ) lim2 2

2
x

x x

f

f x fx
f x

x


 

 


 
  



 

 .0مستمرا عند fأي

 وفق: التابع المعرف على  fليكن  [1]
sin3

: 0
( ) 2

2 : 0

x
x

f x x

x




 
 

 ؟ 0مستمرا عند  fهل  

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

 وفق: المعرف على  التابع fليكن  [41]
21 1

: 0
( )

: 0

x
x

f x x

m x

  
 

 
 

 

 ؟مستمرا على  fالتي تجعل  mما قيمة 
 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................. 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................. 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

x

y

1O

x

y
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.................................................................................. 

....................................................................................

....................................................................................  

 وفق: المعرف على  التابع fليكن  [42]
2 1
cos : 0

( )

0 : 0

x x
f x x

x

  
  

  
 

 

ⓐ نهاية  احسبf .عند الصفر 
ⓑ  هلf  مستمر عند الصفر؟ 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................. 

 
2019)دورة  [43] 2)  ليكنf وفق: المعرف على  التابع 

2

sin
: 0

( ) 1 1

: 0

x x
x

f x x

m x




  
 

 

ⓐ نهاية  احسب
2

sin

1 1

x x
x

x  
 عند الصفر. 

ⓑ  ما قيمةm  التي تجعلf  ؟مستمرا على 
 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

 ال الاستمرار:مج .3

الا في حالة أكثر من فرع  فس مجال التعريفمجال الاستمرار هو ن
 ذا كان مستمر نعيدها.ا إنحذف نقطة الفصل وندرس استمراره

 عين مجال الاستمرار في كل مما يأتي: :20مثال

⑴ ( ) 2f x x  
,2]الحل: [D    أيf 2]على  مستمرا, [ 

⑵  f  1]المعرف على, [ :وفق
1

: 1
( ) 1

0 : 1

x
x

f x x

x




 
 

 

,1[مستمر على  fالحل: [  1ندرس الاستمرار عند  

1

1 1 1

(1) 0

lim ( ) (1) 01
lim ( ) lim lim 1 0

1
x

x x x

f

f x fx
f x x

x


  

 


  
    

 

 

,1]مستمر على  fومنه 1مستمرا عند fأي [. 

 في كل مما يأتي: مع التعليل مجال الاستمرار عين [44]
2 1

( ) ( ) cos ( )
1

1
( ) ( ) 1

2

x
f x f x x f x

x

x
f x f x x

x


  




  



ⓑ ⓐ

ⓓ ⓒ

 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 
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 تعليل مجال الاستمرار: .4

 :عمليات  ليها منجميع التوابع التي نحصل ع هنا نستعمل القاعدة
، (أو مرجعي كسري  وأ)كثير الحدود توابع على جبرية أو عمليات تركيب 

 هي توابع مستمرة على مجموعات تعريفها.
 :) مبرهنة(طريقة التعليل

  المرجعي هو تابع الو  ي تابع الكسر التابع كثير الحدود و الاستمرار مجال
 .مجال التعريف

 ن مستمرين هو تابع ان مجموع او طرح او ضرب او قسمة تابعي
 مستمر مجاله.

  :لأنه مركب تابعين مستمرين حيث: نكتبفي التابع المركب 

  .مستمر على مجال الدراسة حشوة التابع -
 .مستمر على مجاله التابع المرجعي -

 مجال الاستمرار في كل مما يأتي: عين :21مثال
⑴ 3( ) 2 1f x x x   

Dالحل:   أيf لأنه تابع كثير حدود. على  مستمرا 

⑵ ( )f x x 
,0]الحل: [D    أيf 0]على  مستمرا, [ .لأنه تابع مرجعي 

⑶ 3( ) sinf x x x  وD  
  مجموع تابعين مستمرين حيث: هلأن على  مستمر f  الحل:

3x x لأنه تابع مرجعي. على  تمرامس 

sinx x لأنه تابع مرجعي. على  مستمرا 

⑷ 1
( ) sinf x

x
 مركب تابعين مستمرين حيث: هلأن 

D*الحل:   أيf لأن *على  مستمرا 
1

x
x

 لأنه تابع مرجعي. *على  مستمرا 

sinx x لأنه تابع مرجعي. على  مستمرا 

  على ان التابع اشتقاقي على مجال لنثبت أنه مستمر  الاعتماديمكن
على هذا المجال لان كل تابع اشتقاقي هو مستمر والعكس غير صحيح 

 بالضرورة.
 في كل مما يأتي: مع التعليل مجال الاستمرار عين [45]

2
3

2

2

1
( ) ( ) cos ( )

1

1
( ) sin ( ) 1

2

x
f x f x x x f x

x

x
f x f x x

x


   




  



ⓑ ⓐ

ⓓ ⓒ

 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.............................................................................. 

 :تابع الجزء الصحيح .5
 )هو تابع يستبدل العدد الحقيقي بعدد صحيح يقع تحته )على يساره 

( )x E x n حيث n  1يحققn x n  . 
  :باليسار الصحيح:نستبدله  حسابه 

(3.7) :22مثال 3E  و( ) 3E   و( 3.7) 4E    
)و 3) 3E   . (0) 0E  
  في حالة وجود نهايته( )E  : نستعمل مبرهنة الإحاطة وفق 

1 ( )x E x x   
)نهاية التابع  جد :23مثال ) 1

:
E x

f x
x

  عند . 
  الحل:
1 لدينا ( )x E x x   

2: 1 نطرح ( ) 1 1x E x x     
0xعلى  نقسم   :2 ( ) 1 1x E x x

x x x

  
  

2 1
lim lim 1
x x

x x

x x 

    
    

   
 نجد الإحاطة وحسب 

lim ( ) 1
x

f x


. 

ادرس نهاية التابع  [2]
2

1 ( )
:

1

E x
f x

x




 .عند  

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................



   الوحدة الثانية )نهايات(                                                                            –الجزء الأول  -الرياضيات 

32 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................  

 
)ادرس نهاية التابع  [3] )

:
E x

f x
x

 .عند  
 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

 :نوجد نهاية اليمين واليسار والصورة: نهايته عند عدد صحيح 
)وفق  التابع المعرف على  f ليكن [4] ) 2 ( )f x x E x  . 
 . 1عند  fنهاية  احسب 
 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

  كتابة( )f x  بعبارة مستقلة عن( )E x:  نجزئ مجال التعريف إلى
 .مجالات صحيحة

 :نرسم كل فرع على حدى بتصوير طرفيه. رسمه 
)وفق  ]0,3]التابع المعرف على  f ليكن [5] ) 1 ( )f x E x  . 

ⓐ اكتب ( )f x  بعبارة مستقلة عن( )E x. 
ⓑ  ارسم الخط للتابعf  هل  .]0,3]علىf  مستمر. 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

...................................................................................  

)وفق  [0,2]التابع المعرف على  f ليكن [6] ) ( )f x x E x  . 
ⓐ الخط البياني للتابع  ارسمf  [0,2]على المجال. 
ⓑ  هلf  ؟[0,2]مستمر على المجال 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 
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....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

................................................................................... 

[7] f  وفق  [0,2]المعرف على 
2

( ) ( ) ( )f x E x x E x   . 
ⓐ اكتب ( )f x  بعبارة مستقلة عن( )E x  لا تحوي (( )E x.) 
ⓑ أن  أثبتf  ؟[0,2]مستمر على المجال 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................. 

....................................................................................

....................................................................................

................................................................................... 

 تمارين عامة محلولة

)2وفق  المعرف على  fليكن  [46] ) 4 1f x x x   . 
 . وعند  عند  fادرس نهاية 

احسب  lim ( ) 3
x

f x x


 . واحسب lim ( )
x

f x x


. 
 .2و 1يقبل مستقيمين مقاربين مائلين  Cواستنتج أن الخط 

 .  2و 1اربين وكل من المق Cادرس الوضع النسبي للخط  
24لدينا  عند   الحل: 1 0x    ومن ثمlim ( )

x
f x


  .

2xو  لدينا أيضا عند  x   من ثم

2

1
( ) 1 4f x x

x

 
    

 
limومنه    ( )

x
f x


 . 

2لدينا  

2

1
( ) 3 4 1 2

4 1 2
f x x x x

x x


    

 
ومنه   

lim( ( ) 3 ) 0
x

f x x


  
1فالمستقيم  : 3y x  خط مقارب للC  للتابعf  في جوار. 

2لدينا 

2

1
( ) 4 1 2

4 1 2
f x x x x

x x


    

 
ومنه   

lim( ( ) ) 0
x

f x x


  
2فالمستقيم  :y x    مقارب للخطC  للتابعf  في جوار. 

 
1

2( ) ( ) 3 |4 1| 2f x y f x x x x      . 
0xفي حالة    يكونC   فوق    0وفي حالةx   نجعل 

( ) 3 0f x x 4|2 أي 1| 2x x   
2أي 2|4 1| 4x x   28أي 1x  1. أي

2 2
x   

  
 

2

2( ) ( ) |4 1| 2f x y f x x x x      . في حالة
0x   يكونC   فوق    0وفي حالةx   نجعل 

( ) 0f x x 4|2كافئ وهذا ي 1| 2x x    
2أي 2|4 1| 4x x  28 أي 1x  1عند  . وهذا ينعدم

2 2
x  : 

 

)2وفق  التابع المعرفٌ على  fليكن  [47] ) 2 1f x x x  .  
ثبت أن أ  2 2

4
lim 2 1 2
x

x x x


   . 
قيمة  استنتج  2

4
lim ( ) ( 2 )
x

f x x


 . 
  إلى مربع كامل   بالإتمام الحل: 

1

1

2 2
0

( ) 0

x

f x y

C



 

  

 1 تحت 1فوق 

2

1

2 2
0

( ) 0

x

f x y

C





 

  

 2 فوق  2 تحت
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2 2

2 2

1
( ) 2 1 2( )

2 2

1 1 1 1 8
2( ) 2( )

2 16 16 2 4 16

x
f x x x x

x
x x

     

       

 

2 2

2 2

2

2 2

2

1 1 8 1
lim ( ) 2( ) lim 2( ) 2( )

4 4 16 4

1 8 1 1 8 1
2( ) 2( ) 2( ) 2( )

4 16 4 4 16 4
lim

1 8 1
2( ) 2( )

4 16 4

1 8 1
2( ) 2( )

4 16 4lim
1 8 1

2( ) 2( )
4 16 4

x x

x

x

f x x x x

x x x x

x x

x x

x x

 





   
            

   

  
         

  


 
    

 

   


 

   
 

2

8

16lim 0
1 8 1

2( ) 2( )
4 16 4

x

x x




 
 

    
 

 

أي  
2

lim ( ) 2 0
4x

f x x


  
      
  

  

  مقارب للخطC  في جوار. 
2نجد أن المستقيم  بالمثل

4
2y x    مقارب في جوار . 

  يكتب بالصيغة nمن الدرجة  Pمن المعلوم أن كثير حدود  [48]
1

1 0( ) n n

n nP x a x a x a

     0حيثna . 
 .على الأقلحقيقيا جذرا  Pفرديا، قبل  عددا nأنه إذا كان  أثبت

0naلنفترض  الحل:  ومنه . 
lim ( ) lim n

n
x x

P x a x
 

   يوجد عدد فa   يحقق( ) 0p a . 
limو ( ) lim n

n
x x

P x a x
 

    فيوجدb  أكبر تماما منa   يحقق
( ) 0P b . 
]مستمرا على Pولدينا  , ]a b  ويحقق( ) ( ) 0P a P b   فللمعادلة

( ) 0P x   حل وحيدc  على الأقل ينتمي إلى المجال[ , ]a b . 
0naلنفترض   . ومنهlim ( ) lim n

n
x x

P x a x
 

    جد عدد يو ف
)يحقق   aحقيقي  ) 0p a . 

limو ( ) lim n

n
x x

P x a x
 

      فيوجدb  أكبر تماما منa  
)يحقق  ) 0P b . 

]مرا على مست Pولدينا  , ]a b  ويحقق( ) ( ) 0P a P b   فللمعادلة
( ) 0P x   حل وحيدc  على الأقل ينتمي إلى المجال[ , ]a b . 

 المعين بالعلاقة التابع fليكن  [49]
2

2

3 6
( )

2

x x
f x

x x




 
. 

التي تحقق  cو bو aأوجد  .  ثم f تعريف مجموعة fعين  

( )
1 2

b c
f x a

x x
  

 
. 

 .fعند حدود المجالات الثلاثة التي تؤلف  fادرس نهاية  

}\  الحل: 1,2}f    لدينا
2

2

3 6
( )

2

x x
f x

x x




 
وبالقسمة  

ة نجد الاقليدي
2

9 6
( ) 3

2

x
f x

x x


 

 
 

)بالمقارنة مع  )
1 2

b c
f x a

x x
  

 
3aنجد   . 

9و 6

( 1)( 2) 1 2

x b c

x x x x


 

   
)نضرب بـ   1)( 2)x x  

9 6 ( 2) ( 1)x b x c x     
2xبافتراض   24نجد 3c  8أي c 
1xبافتراض    3نجد 3b    1أيb  

   

2 1

2 1

lim ( ) 3 lim ( ) lim ( )

lim ( ) 3 lim ( ) lim ( )

x x x

x x x

f x f x f x

f x f x f x

 

 

  

  

    

    
 

المعرف على  fليكن  [50] \ 1  وفق
3

( )
1

x
f x

x



 . 

3متزايد تماما على المجال  fأثبت أن  
2
, 1    م جدولا نظ. ثم

3على المجال  fبتغيرات 
2
, 1   . 

)أثبت أن للمعادلة   ) 10f x   3حلا وحيدا في المجال
2
, 1   . 

  الحل:
2

2

(2 3)
( )

( 1)

x x
f x

x


 


)ومنه    ) 0f x   على المجال

3
2
, 1     فالتابعf  .متزايد تماما 

3

2

27
lim ( )

4x

f x


 و
1

lim ( )
x

f x


   

 
3مستر ومتزايد تماما على  fالتابع  

[ , 1[
2

   . 
3 27

10 [ , 1[ [ , [
2 4

f
 

     
 

). ومنه أن للمعادلة  ) 10f x  

3حلا وحيدا في المجال 
2

[ , 1[ . 
)النقطتان الثابتتان   [51] 3,4)A  (2,1)وB  والنقطة المتحولة

( ,0)M x نقرن بالنقطة .M  النقطةM   :التي نعرفها  كما يلي 
  يقطع المستقيم( )AM 

)المحور  ; )O j  فيm. 

3
1

2

( )

27
( )

4

x

f x

f x

 

 



x
MM

m

B

A

y
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  يقطع المستقيم( )Bm  المحور( ; )O i  فيM . 
Mنرمز إلى فاصلة    بالرمز( )f x. 

 .عند  fحساب، خمن نهاية  بدون 
8أن  أثبت

( )
3 3

x
f x

x



، ثم 3وعن  1عن  xعندما تختلف  

 .عند  fاستنتج نهاية 
. ما التأويل الهندسي لهذه النتيجة؟ وادرس عند  fنهاية  ادرس

1xعند  fنهاية  ما التأويل الهندسي لهذه النتيجة؟ . 
3x عندما   يكون المستقيم ،( )AM  موازيا( , )O j  وتكونm 

)يمكن أن نقول في هذه الحالة أن . «في اللانهاية  » )Bm  يوازي
( , )O j  وأنM   نعرف عندئذ التابع (2,0)تقع في .g  وفق

( ) ( )g x f x  عندما تختلفx  3وعن  1عن ،و( 3) 2g   .
 ؟3مستمرا عند  gلماذا يكون 

  لدينا الرسم الحل: 
 المجاور
 
 

 ( ,0)M x  و
( 3,4)A   فيكون ميل المستقيم( )AM  4هو

3x 
 

)يصبح ميل المستقيم  إلى  xوعندما تسعى  )AM  صفر أي
والمستقيم  m(0,4)هي  mموازي لمحور الفواصل وتكون احداثيتا 

( )mB  3الذي معادلته
4

2
y x    يقطع محور الفواصل في النقطة

8
( ,0)
3

M  8.  ومنه  نخمن أن
lim ( )

3x
f x


, 

,0)بافتراض  )m b 3)دينا الشعاعان ول, 4 )Am b  
)و 3, 4)AM x    4مرتبطان خطيا ومنه 3

4 3

b

x




 
  

4نجد  bنحسب 
: 3

3

x
b x

x
  


. 

 
4أي  

(0, )
3

x
m

x 
) ولدينا  ( ),0)M f x (2,1)وB 

3ويكون الشعاعان 3
( 2, )

3

x
Bm

x





)و  ( ) 2, 1)BM f x    مرتبطان

 ومنهخطيا 

 
3 3

( ) 2 3

2 1

x
f x x



 
 

8ومنه   
( ) : 1, 3

3 3

x
f x x x

x
   


 

8وهنا يكون 
lim ( )

3x
f x


 

a 8
lim ( )

3x
f x


  أي عندماx  تسعى إلى  يصبح

( )AM 8وتكون النقطة  موازيا لمحور الفواصل
( ,0)
3

M . 

 
  b 

1
lim ( )
x

f x


  و
1

lim ( )
x

f x


  عندما تسعى .x  1إلى 
)يصبح المستقيم  )mB في اللانهاية  وكأنه قاطع لمحور الفواصل

)الموجبة أو السالبة. أي يصبح  )mB  موازيا لمحور الفواصل ولا يتقاطع
Mمعه فلا تتشكل النقطة     

)وفق  gالتابع  لدينا  ) ( )g x f x  عندما تختلفx  وعن  1عن
)، و3 3) 2g. 

 
8

( ) 3, 1
3( 1)( )

2 3

x
f x x x

xg x

x


   

 
  

  

لان   3وهو مستمر عند 
3

lim ( ) 2 ( 3) 2
x

g x g


   . 

 

x
M

M
m B

A

y

x
MM

m

B

A

y

x
M

M

m

B

A

y

x

M

M

m

B

A

y
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 الاشتقاق

 قواعد الاشتقاق: .1
    '  ax a    '  0a  

( h g )'   h' g '     -1       '   n nx nx 

   h'   h 'h g g g     (a.h )'  a. h' 

2

h h'. g  h . g '
 

g g

  
 

 
 

2

1 1

x x

 
 

 
 

) جد :1مثال )f x :في كل مما يأتي 
⑴ 3( ) 2 1f x x x    2بالاشتقاق نجد( ) 3 2f x x   
⑵ 2 1

( )
6 3

x
f x

x





ومنه  

2 2

2 3 6 ( 1) 12
( )

(6 3) (6 3)
f x

x x

   
  

 
 

) احسب  [1] )f x :لكل مما يأتي 
3 2 4

3 2 6

2

( ) 7 ( ) ( ) 2

1
( ) ( ) ( 7) ( ) 5

4

f x x x f x x f x x

x
f x f x x x f x x

x

     


    



ⓒ ⓑ ⓐ

ⓕ ⓔ ⓓ

 لحل: ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

. 

....................................................................................

................................................................................... 

.................................................................................... 

 
 

 )مــــســـــكــــة مــــكــــنــــســــة(التوابع  قواعد اشتقاق  .2

  1

2
x

x


 -1( )   n nx nx    

 
1

lnx
x

   x xe e

 

  cos x '   sin x   sin '  cosx x 

   2cot 1 cotx x       2tan 1 tanx x   

  إذا كانت الحشوة غير عند اشتقاقx  الحشوةنضرب بمشتق. 

) جد :2مثال )f x  :في كل مما يأتي 
⑴ ( ) sin sin5f x x x  ومنه ( ) cos 5cos5f x x x   
⑵ 3( ) 2f x x x    بالاشتقاق نجد

2

3

1 1
( ) 3

2 2 2
f x x

x x
  


 

) احسب [2] )f x :لكل مما يأتي 

   

3

3
3 5 2

( ) 2 ( ) cos cos2

( ) 6 ( ) sin sin

f x x x f x x x

f x x x f x x x

    

    

ⓑ ⓐ

ⓔ ⓓ
  

 لحل: ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 
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وفق  {1}\المعرف على  f ليكن التابع [3]
2 1

( )
1

x
f x

x





. 

)احسب  )f x.  استنتج مشتق كل من التوابع الآتية:ثم 
4

2

2 2

1 1
: :

1 1

sin 1 1
: :

sin 1 1

x x
h x g x

x x

x x
k x x

x x

 

 

 

 

ⓑ ⓐ

ⓓ ⓒ

  

 لحل: ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

.................................................................................... 

) أوجد المشتق [4] )f x  للتابعf. 
3

3

1
( ) ( ) sin 5

cos 2
f x f x x

x
 ⓑ ⓐ 

 لحل: ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

 معادلة المماس: .3

في النقطة  المماس للمنحني  Tليكن 
 , ( )A a f a :عندئذ المعادلة 

( )( ) ( )y f a x a f a   
في النقطة للمماس  معادلة , ( )A a f a .   
) حيث fCللخط  مماسلاكتب معادلة ل :3مثال ) 2f x x   في

  .1التي فاصلتها  النقطة
1الحل: 

( )
2

f x
x

   1ومنه 1
(1)

22 1
f     (1)و 3f  

)المعادلة من الشكل  )( ) ( )y f a x a f a    
1أي 

( 1) 3
2

y x    1ومنه 5

2 2
y x  

[5] fC  هو الخط البياني لتابعf . اكتب معادلة لمماسfC  فيA 
 .4التي فاصلتها  fCمن 

2( ) 2 1 ( )f x x f x x  ⓑ ⓐ 
 لحل: ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

a
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....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

هو  fالمرافق،  الشكلفي   [6]
  .fالخط البياني لتابع 

ⓐ (0)عينf (2)وf و( 1)f  
f(0)و (2)وf  و( 1)f  . 
ⓑمعادلة لمماس  اكتبfC  في

 . 2النقطة التي فاصلتها 
ⓒ  جد تقريبا تآلفي للمقدار

(2.1)f  ثم  2f h 
ⓓ  ما عدد حلول المعادلة( ) 0f x عددين صحيحين متتاليين أعط  ؟

)المعادلة  يحصران كلا من حلول ) 0f x . 
  لمماس امعادلة استعمال  يمكن( )( ) ( )y f a x a f a    لإيجاد
يب تألفي لـ تقر  f a h  حيث( ) ( )( ) ( )f x f a x a f a   
أو  ( )( ) ( )f a h f a h f a   .  

 لحل: ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

}\ علىالمعرف  fليكن  [1] 1}  2وفق 1
( )

1

x
f x

x

 



.   

ⓐ 1 في النقطة التي تساوي فاصلتها معادلة لمماس  اكتب. 
ⓑ 4مستقيم الذي معادلته للمماسا موازيا  يقبل  هلy x ؟ 
ⓒ  3لمستقيم الذي معادلته لمماسا موازيا   يقبلهل 2 0x y ؟ 
ⓓ  ؟يمر من مبدأ الاحداثياتمماسا   يقبلهل 

 لحل: ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

x

y

O

1

1 2

2

1

1

f
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.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

 

 

 تعريف العدد المشق: .4

 هو العدد المشتق للتابع  إن  نقولf  عند a كانت إذا  إذا وفقط
)النهاية  ) ( )

lim
x a

f x f a

x a




  حقيقية  

 :إذا كانت ناتج النهاية 
 عدد غير الصفر : f  عند اشتقاقيa عند  والمماس مائلa. 
 0 : f  عند اشتقاقيa عند  والمماس افقيa. 
  أو : f  غير اشتقاقي عندa والمماس شاقولي. 
  عدد من اليمين: f  عند من اليمين اشتقاقيa  ويوجد نصف مماس

 من اليمين.
  عدد من اليسار: f عند  من اليساراقي اشتقa  ويوجد نصف مماس

 .اليسارمن 
  

 
 

x a




 

( ) ( )
lim
x a

f x f a

x a




 

f غير اشتقاقي عندa f  اشتقاقي  عندa. الاشتقاقية 
 المماس a مماس مائل عند a مماس شاقولي عند
) لا يوجد ميل )f a  ميل المماس 
x a ( )( ) ( )y f a x a f a   معادلة المماس 

  

 الرسم

x a 




 

x a 




 ( ) ( )

lim
x a

f x f a

x a




 

f  اشتقاقي من اليمين
 aعند

f  اشتقاقي من اليسار
 aعند

 الاشتقاقية

 المماس نصف مماس من اليسار نصف مماس من اليمين
( )f a  ( )f a  ميل المماس 

( )( ) ( )y f a x a f a   ( )( ) ( )y f a x a f a   ماسمعادلة الم 

 
 

 الرسم

) المعرف وفق: f ليكن :4مثال )f x x  هلf  0اشتقاقي عند 
 ؟

الحل:
0 0 0

( ) (0) 1 1
lim lim lim

0 0x x x

f x f x

x x x
  


    


 

  0 غير اشتقاقي عند fأي

a
a

aa
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) المعرف وفق: f ليكن :5مثال )f x x x  هلf  اشتقاقي عند
0 

الحل:
0 0 0

( ) (0)
lim lim lim 0

0x x x

f x f x x
x

x x  


  


 

 .0 اشتقاقي عند fأي
 ما وضع المماس. للاشتقاق عند الصفر. fادرس قابلية التابع  [7]

2

2

2

( ) ( )

( ) ( ) | |
| |

1

f x f x x

f x f x x x

x x

x x

x

 

 




ⓑ ⓐ

ⓓ ⓒ

 

 لحل: ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 
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(0)وفق  على  معرف   fالتابع  [8] 0f   و
2 1

( ) cosf x x
x

 
  

 
0x في حالة  . 

ⓐ هل f علل إجابتك. اشتقاقي عند الصفر؟ 
ⓑ احسب ( )f x  على. 

 لحل: ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

.................................................................................... 

وفق  ]0,1]معرف  على المجال  fالتابع  [9]
3

( )
1

x
f x

x



. 

ⓐ  هلf اشتقاقي عند الصفر؟  

ⓑ  احسب( )f x 0,1[ على[. 
 لحل: ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

2وفق  على  التابع المعرف fليكن  [10]
( )

| | 1

x
f x

x





. 

ⓐ  ادرس قابلية اشتقاقf  من اليمين، ثم اكتب معادلة لنصف  0عند
 .A(0,2)في  Cـ من اليمين ل المماس
ⓑ وارسم  ارسم نصف المماس السابقfC  [0,2]على المجال. 

 لحل: ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................  
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 تعيين مجال الاشتقاق: .5
 مجال الاشتقاق هو نفس مجال التعريف الا في حالتين:

 الاعداد التي تعدم عند الاشتقاق  ندرس والقيمة المطلقة: الجذر حالة
 .ا في المجالنتركهمضمون الجذر إذا كان اشتقاقي ال
 إذا كان نقطة الفصل عند الاشتقاق  ندرس :حالة أكثر من فرع

 .نتركها في المجالاشتقاقي 
 :كل التوابع المرجعية اشتقاقية على مجموعة تعريفيها إلا التابعين

  المرجعي التابعx x 0[اشتقاقي على, [. 
  المرجعي التابعx x {0}\اشتقاقي على. 

)ثم جد جد مجال الاشتقاق  :6مثال )f x  :في كل مما يأتي 
⑴ 4 3( ) 5 1f x x x    نلاحظD    فيكونf  اشتقاقي

3بالاشتقاق نجد  .على  2( ) 4 10f x x x  . 
⑵ ( ) cosf x x   نلاحظD    فيكونf  اشتقاقي على. 

)بالاشتقاق نجد  ) sinf x x  . 
⑶ 2( ) sinf x x x  نلاحظD   و f  اشتقاقي على  

)2بالاشتقاق نجد  ) 2 sin cosf x x x x x   
⑷ ( ) 1f x x   1]نلاحظ, [D    ون فيكf  اشتقاقي على

]1, [  1عند  الاشتقاقندرس قابلية: 

1 1 1

( ) (1) 1 1
lim lim lim

1 1 1x x x

f x f x

x x x  

 
   

  
 

f  ومنه  1غير اشتقاقي عندf  1[اشتقاقي على, [ 
1بالاشتقاق نجد 

( )
2 1

f x
x

 


 

⑸ ( ) cosf x x  0]نلاحظ, [D     فيكونf  اشتقاقي
,0[على  [  0عند  الاشتقاقابلية ندرس ق: 

0 0 0

2

2

0

( ) (0) cos 1 2sin /2)
lim lim lim

0

1 sin /2) 1
l

(
im

2

(

2/2

x x x

x

f x f x x

x x x

x

x

  



 
  



 
      

 

 

f   ومنه  0اشتقاقي عندf  0]اشتقاقي على, [ 
1بالاشتقاق نجد 

( ) sin
2

f x x
x

   

 وفق: التابع المعرف على  fليكن  ⑹
2( 1) 1 : 1

( )
(1 ) 1 : 1

x x x
f x

x x x

   
 

  

 

f  و 1مستمر عندf اشتقاقي على\ {1} . 
 1عند  الاشتقاقندرس 

 

 

2

1 1

1

1 1( ) (1)
lim lim

1 1

lim 1 1 0

x x

x

x xf x f

x x

x x

 



 



 


 

    

 

 

 

1 1

1 1

1 1( ) (1)
lim lim

1 1

1 1
lim lim 1 0

1

x x

x x

x xf x f

x x

x x
x

x

 

 

 

 

 


 

 
     



 

f  ومنه  1اشتقاقي عندf  اشتقاقي على 
 :طريقة التعليل) مبرهنة(

  المرجعي هو تابع الو  ي تابع الكسر التابع كثير الحدود و ال اشتقاقمجال
 .مجال التعريف

  هو تابع  اشتقاقيينان مجموع او طرح او ضرب او قسمة تابعين
 مجاله. اشتقاقي

  :لأنه مركب تابعين اشتقاقي حيث: نكتبالتابع المركب 

  .على مجال الدراسة اشتقاقي حشوة التابع -
 .على مجالهاشتقاقي  التابع المرجعي -
 التابع المرجعي. مجال الحشوة فإن مجال الدراسةمن   xمهما يكن  -

)جد مجال الاشتقاق مع التعليل ثم جد  :7مثال )f x: 
⑴ 

2

2

2
( )

x x
f x

x x

 



}\نلاحظ   1,0}D     

}\اشتقاقي على  fفيكون  1,0}  لأنهf  كسري تابع 
2 2

2 2 2 2

(2 1)( ) ( 2)(2 1) 2(2 1)
( )

( ) ( )

x x x x x x x
f x

x x x x

      
   

 
. 

⑵ ( ) sinf x x   نلاحظD    فيكونf  اشتقاقي على 
  تابع مرجعي. fلأنه 

)بالاشتقاق نجد  ) cosf x x . 
⑶ ( ) cos 2

3
f x x

 
  

 
Dنلاحظ       فيكونf  اشتقاقي

 لأنه مركب تابعين اشتقاقي حيث: على 
2

3
x x


  اشتقاقي على 

sinx x  اشتقاقي على 


    2

3
x x 

) بالاشتقاق نجد ) sin 2 2 2sin 2
3 3

f x x x
              

   
. 

⑷2( ) sinf x x x   نلاحظD    
 شتقاقي حيث:لأنه مجموع تابعين ا اشتقاقي على  fفيكون 

2x x  اشتقاقي على  
 sinx x  اشتقاقي على 
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)بالاشتقاق نجد  ) 2 cosf x x x   
⑸ 2( ) 2 3f x x x    نلاحظD    

 لأنه مركب تابعين اشتقاقي حيث: اشتقاقي على  fفيكون 
2 2 3x x x   اشتقاقي على. 
x x  0[اشتقاقي على, [ 

     2 2 3 0x x x  حيث 8 0     أي
2 2 3 0x x   

بالاشتقاق  
2 2

1 1
( ) 2 2

2 2 3 2 3

x
f x x

x x x x


   

   
 

 .جد مجال الاشتقاق مع التعليل [11]
5 2

5

3 2

4 2

( ) sin ( ) 1

( ) sin ( )

1 1
( ) ( )

2 2

( ) (sin ) ( ) 1

f x x f x x x

f x x x f x x

x x
f x f x

x x

f x x f x x

   

  

  
  

  

  

ⓑ ⓐ

ⓓ ⓒ

ⓕ ⓔ

ⓗ ⓖ

 

 لحل: ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

 
 . fللتابع  3و 2و 1المشتقات من المراتب  احسب [12]

4 21
( ) 1

2
f x x x x    

 لحل: ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................
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....................................................................................

.................................................................................... 

 
 إيجاد النهاية بالاستفادة من المشتق: .6

0حالة في 

0
xوالمقام   a يمكن إيجاد النهاية بالاستفادة من المشتق 

 وفق الخطوات:
  نفرض البسط )أو البسط بدون العدد( تابع جديد( )h x ونشتقه. 
 نكتب f  اشتقاقي عندa  لذلك( ) ( )

lim ( )
x a

h x h a
h a

x a





. 

احسب النهاية   :8مثال
2

0

4 2
lim
x

x

x

 . 

)2نفرض  الحل: ) 4h x x  ومنه 

2

1
( ) 2 , (0) 2, (0) 0

2 4
h x x h h

x
   


 

ومنه  0اشتقاقي عند  fلدينا 
0

( ) (0)
(0) lim

0x

h x h
h

x


 


 

أي 
2

0

4 2
0 lim

x

x

x

 
 

 المشار إليها. aعند  fاحسب في حال وجودها نهاية التابع  [13]

2

1 2
( ) 1

1

cos 1
( ) 0

2 2
( ) 1

1

tan
( ) 0

x
f x a

x

x
f x a

x

x x
f x a

x

x
f x a

x

 
 




 

  
 



 

ⓐ

ⓑ

ⓒ

ⓓ

 

 لحل: ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

[14] f  2 وفق المعرف على( ) 3 5f x x x  . 

ⓐ احسب ( ), (1), (1)f x f f  ⓑ استنتج
2

1

3 5 3
lim

1x

x x

x

  


. 

 لحل: ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.......... 
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 :تأطير )حصر( توابع مثلثاتية .7
معرفين واشتقاقيين على المجال  gو  fليكن تابعين خاصة: 
, [[0D  ويحققان . ( ) ( )f x g x   أيا يكنx  منDفإن . 

( ) (0) ( ) (0)f x f g x g   
وفق  Dالمعرف على  hلتابع بدراسة ا: الاثبات

( ) ( ) (0) ( ) (0)h x f x f g x g     ّنلاحظ أن
( ) ( ) ( ) 0h x f x g x      على, [[0D   فالتابع ،h 

(0). ولكن Dمتناقص على  0h  إذن ،( ) (0) 0h x h   ًأيا
 .Dمن  xكانت 

sinxأثبت أن  :9مثال x 0، أيا يكنx . 
)الحل: ) sinf x x و( )g x x ومنه( ) cosf x x  

(و  1(g x  1و( ) cosf x x    
sinxومنه  x   0في حالةx . 
xأنه في حالة  برهن :10مثال    أن  

2

1 cos 1
2

x
x 

cos لدينا الحل: 1x   ولنثبت
2

1 cos
2

x
x   باختيار

( ) cosf x xو ،
2

( ) 1
2

x
g x   ومنه 

( ) sinf x x  و ،( )g x x    
sinxولكن لدينا من السؤال السابق  x  أيsin xx   

)أي  ) ( )f x g x   ومنه( ) (0) ( ) (0)f x f g x g    أي
2

cos 1 1 1
2

x
x      أي

2

cos 1
2

x
x   

 .على  تتحقّق المتراجحة ولكنّ طرفي هذه المتراجحة زوجيان، إذن
أن  أثبت :11مثال

3

sin
6

x
x x x   0، أيا يكنx . 

sinx لدينا الحل: x ولنثبت
3

sin
6

x
x x  باختيار 

3

( )
6

x
f x x  و( ) sing x x ومنه 

 
2

( ) 1
2

x
f x  و ،c s( o) xg x   ولكن لدينا من السؤال السابق

2

1 os
2

c x
x

   ومنه( ) (0) ( ) (0)g x g f x f    أي
3

sin
6

x
x

x    0في حالةx  . 

أن  لدينا :12مثال
2 2 4

1 cos 1
2 2 24

x x x
x     أيا يكن ،

x . 
ⓐ  بين أن

3 3 5

sin
6 6 120

x x x
x x x     0، أيا يكنx . 

ⓑ  استنتج نهاية
3

sinx x

x

  عندما يسعى المتحولx .إلى الصفر 

لدينا من السؤال السابق  ⓐالحل:
3

sin
6

x
x x  

ولنثبت
3 5

sin
6 120

x x
x x   باختيار 

3 5

( )
6 120

x x
f x x   

)و ) sing x x ومنه  
2 4

( ) 1
2 24

x x
f x   و ،c s( o) xg x  

ولكن لدينا 
2 4

cos 1
2 24

x x
x     ومنه

( ) (0) ( ) (0)g x g f x f    أي
3 5

sin
6 120

x x
x x    في

0xحالة   . 
ⓑ  0في حالةx   نجد

3 3 5

sin
6 6 120

x x x
x x x      ّأن

3 3 5

sin
6 6 120

x x x
x x      

3 3 5

sin
6 6 120

x x x
x x     

2

3

1 sin 1

6 120 6

x x x

x


   

0xفي حالة  xوبتطبيق هذه المتراجحة على    نستنتج أنها تبقى
0xصحيحة في حالة    0أيضاً. إذن مهما تكنx   فلدينا

2

3

1 sin 1

6 120 6

x x x

x


   ،وبالاستفادة من مبرهنة الإحاطة .

أنّ  0تسعى إلى  xنستنتج عند جعل 
30

sin 1
lim

6x

x x

x


. 
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 دراسة التابع
 :دراسة تغيرات التابع .1

 هنة الاطراد: مبر 
fالمشتق و ، Iتابعا اشتقاقيا على مجال  fليكن . 
 0إذا كانf    علىI )لنقاطاعند عدد منته من  ينعدم حيث( 

 .Iمتزايدا تماما على  fكان 
 0إذا كانf    علىI ) لنقاط عند عدد منته من ا ينعدم حيث( 

 .Iمتناقصا تماما على  fكان 
  إذا كانf   معدوما علىI  كانf  ثابتا علىI. 

 التابع: خطوات دراسة تغيرات
 المفتوحة والقيم عند  النهايات عند اطراف مجموعة التعريف نوجد

 .الأطراف المغلقة
 نوجد( )f x  ونجعل( ) 0f x   ونجد قيمx و( )f xالمقابلة. 
 ند الضرورةجدول بالمعلومات السابقة ع ننظم. 

 التابع: رسم منحني 
في حال عدم وجود جدول تغيرات نختار نقاط مساعدة ونصل بينها وفي 

 وجود جدول تغيرات نتبع:
 المستقيم الذي  المقاربات والمماسات في حال وجودها نرسم(x وy)  
 ل وأي نقط معلومة أخرى النقاط الناتجة من الجدو  نعين.  
 نقط التقاطع مع نعين  عند الحاجةox,oy  . 

 التقاطع مع المحاور
0xيكون  Oyالتقاطع مع                   )دائما يمكن الإيجاد( 

)يكون  Oxحور التقاطع مع الم ) 0f x      )أحيانا يمكن الإيجاد( 
وفق  المعرف على  التابع f ليكن :13مثال

3( ) 3 5f x x x  .  ادرس تغيراتf  ًمْ جدولا  . بهاونظِّّ
lim .على اشتقاقي  f الحل: ( )

x
f x


  وlim ( )

x
f x


  . 

)2ولدينا  ) 3( 1)f x x   نجعل( ) 0f x  23ومنه( 1) 0x    أي
1x    (1)ومنه 3, ( 1) 7f f   

1 1

( ) 0 0

( ) 7 3

x

f x

f x









  

  

 

 

وفق  التابع المعرف على  f ليكن :14مثال
2

1
( ) 1

1
f x

x
 


 . 

ⓐ َّأثبت أنf  مستمر على  
ⓑ ادرس تغيراتf مْ جدولًا بها )وعيّن  ونظِّّ )f. 

لأنّ  التابع مستمر على  ⓐ الحل:
2

1

1
x

x 
تابع كسري  

 .  مستمر على  1x.  ومستمر على 

ⓑ f  1 .على معرف واشتقاقيlim ( )
x

f x


 1وlim ( )
x

f x


. 

ولدينا 
 

2
2

2
( )

1

x
f x

x
 


)نجعل  ) 0f x  2ومنه 0x   أي

0x   (0)ومنه 0f  
0

( ) 0

( ) 1 0 1

x

f x

f x

 

   

)إذن  ) [0,1[f . 
)2وفق  على  المعرف fلتابع ا :15مثال ) 1f x x . 
ⓐ  ْأنَّ  تحققf   زوجي. تابع 
ⓑ كون  علّل:y x   مقارباً مائلًا للخطC  في جوار؟ 
ⓒادرس تغيرات f. مْ جدولًا بها  ونظِّّ

  (محقّق) من  xفإن  من  xأياً كان  الشرط ⓐالحل:
2 الشرط 2( ) ( ) 1 1 ( )f x x x f x      .  
 تابع  زوجي. fومنه 
ⓑ 

2

1
( )

1
f x y

x x
 

 
lim نلاحظ أن  ( ) 0

x
f x y


  

yالذي معادلته  إذن المستقيم  x  مستقيم مقارب للخط البيانيC . 
ⓒf  على معرف واشتقاقي. 

lim ( )
x

f x


  وlim ( )
x

f x


 . 

ولدينا 
2 2

2
( )

2 1 1

x x
f x

x x
  

 
  

)نجعل ) 0f x   0ومنهx   (0)ومنه 1f  
0

( ) 0

( ) 1

x

f x

f x

 

  

 

 

 
 

)2 وفق:  fادرس تغيرات  [15] ) 2 3f x x x   رسم ا. ثمC. 
 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

x

y

O
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....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

)3 وفق:  fادرس تغيرات  [16] ) 3 1f x x x   رسم ا. ثمC. 
 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

2 وفق:  fادرس تغيرات  [17] 3
( )

1

x
f x

x





 .Cرسم ا. ثم 

 لحل:ا

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 
 

)2 وفق: المعرف على  fلتابعا [18] ) 8f x x x   
ⓐ  احسب نهايةf  عند  وعند هل يقبل .C مقاربا أفقيا؟ 
ⓑ  تحقق أن المستقيمd  2الذي معادلتهy x  مقارب للخطC. 
ⓒ  نظم جدولا بتغيراتf . ارسم مقاربات وC  رسم اثمC. 

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................
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....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

)التابع  ليكن  [19] ) (2 )f x x x x  [0,2]معرف على ال. 
ⓐ عين مجال الاشتقاق 
ⓑ  ادرس تغيراتf  .ونظم جدولا بها 
ⓒ مماسي  عينC  (0,0)في النقطتينA  (2,0)وB.  
ⓓ  ارسم مماسيC  فيA  وB  ثم ارسمC.

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................
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....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

 :تعيين القيم الحدية.1
)القيمة  إننقول  تعريف )f c  للتابع  محليا كبرى قيمةf  عند يبلغها
 يحقق الشرطو  cيضم النقطة  Jإذا وجد مجال  مفتوح   cالنقطة 

, ( ) ( )x J D f x f c    
  القيمة  إننقول( )f c  للتابع  محليا صغرى قيمةf  عند يبلغها

 ويحقق الشرط cيضم النقطة  Jإذا وجد مجال  مفتوح   cالنقطة 
, ( ) ( )x J D f x f c    

  إذا كانت( )f c  وكان  ايمحل )أو صغرى (قيمة كبرىf  اشتقاقي
) كان Dمحتواة في مجال مفتوح من  cو، cعند  ) 0f c . 

  إذا انعدمf  عند c ت، كانهاوغير إشارته عند ( )f c  قيمة
 .fا للتابع يمحل )كبرى أو صغرى (حدية 

  إذا كانت( )f c  حدية وكان قيمةf  اشتقاقي عندc كان  ،
 افقيا. cعند  fالمماس للخط البياني للتابع 

 طريقة اثبات القيمة الحدية محلياً:
 مجال  مفتوح   نخترJ  يضم النقطةc  ونوجدJ D 
  نكتب من جدول التغيرات أو الرسم نجد 

, ( ) ( )x J D f x f c    )ًفي حالة الصغرى محليا( 
, ( ) ( )x J D f x f c    )ًفي حالة الكبرى محليا( 

يعني  الشكل  القيم من جدول التغيرات )حيث نكتب من الجدول:
يعني قيمة كبرى محليا وفي طرف  قيمة صغرى محليا والشكل 

 يوجد إما قيمة صغرى محليا أو كبرى محلياالمغلق لتعريف مجال ا
 (أما عند المجال المفتوح فلا يوجد قيم حدية
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ليكن الخط البياني المرسوم  :16مثال
 :[1,8]المعرف على  fلتابع ل جانياً 

(6) 3f  قيمة صغرى محليا. 
(8) 5f  قيمة كبرى محليا. 
(3) 7f   قيمة كبرى محليا. وهي أكبر

 قيم التابع.
(1) 1f  وهي أصغر قيم التابع. .قيمة صغرى محليا 

]المعرف على  fالتابع  ليكن :17مثال 1,5[: 

 
(0) 8f  .قيمة كبرى محليا. وهي أكبر قيم التابع 

( 1) 9f    .قيمة صغرى محليا وهي أصغر قيم التابع 
(1) 2f   قيمة صغرى محليا. 

 .يوجد قيمة حدية لا 5عند 
 قيمة كبرى محليا. f(0)في الجدول السابق أثبت أن  :18مثال

[نختر المجال  1,1[J    ونوجد التقاطع
] 1,1[ [ 1,5[ ] 1,1[J D       
[نلاحظ من جدول التغيرات  1,1[, ( ) (0) 1x f x f       أي

(0) 1f   .قيمة كبرى محليا 
)الجدول السابق أثبت أن  في :19مثال 1)f  قيمة صغرى محليا. 

[نختر المجال  2,0[J    ونوجد التقاطع
] 2,0[ [ 1,5[ [ 1,0[J D       

]نلاحظ من جدول التغيرات  1,0[, ( ) ( 1) 9x f x f       
)أي  1) 9f    قيمة صغرى محليا. 
)حل المعادلة  .2 )f x k: 

 مبرهنة الحل الوحيد: 
المعرف على  fليكن التابع  ,I a b  المعادلة تقبل( )f x k 

 إذا كان تقبل حلا وحيدا
 f على  مستمرI 
 f علىتماما  مطردI 
  ( , )k f a b 

 مبرهنة القيمة الوسطى: 
المعرف على  fليكن  ,I a b  تقبل( )f x k  على تقبل حلا

 الأقل إذا كان
 f على  مستمرI      

  ( , )k f a b 

 ملاحظة: 
 .المبرهنتين السابقتين صحيحتين إذا كان المجال مغلق أو مفتوح 
  وإلا نستعمل  مبرهنة الحل الوحيدإذا حدد عدد الحلول بالضبط نستعمل 

 القيمة الوسطى مبرهنة
  مجال بإيجاد صورة طرفيه.إذا كان التابع مطرد نوجد صورة 
 في حالة ( ) 0f x   وكانf عند طرفي المجال  معرف ,a b:  يمكن

) أن نستبدل الشرط ) ( )< 0f a f b  بالشرط ( , )k f a b 
)3وفق  معرف على  f التابع [20] ) 4f x x x  . هل 

)للمعادلة  ) 0f x   ؟]1,2[حل وحيد في  
 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

3وفق  معرف على  f التابع [21] 2( ) 2f x x x x   . هل 
)للمعادلة  ) 0f x   ؟]1,2[حل وحيد في  

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

1 0 1 5

( ) 0 0

( ) 9 8 2 6

x

f x

f x



   

 

1 3 6 8

1

7

3

5

a x b

( )f a

( )f b

k
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....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

................................................................................... 

3 وفق التابع المعرف على  fليكن  [22] 2( ) 2 3 1f x x x    
ⓐ  ادرس نهايةf  عند  وعند. 
ⓑ  احسب( )f x  وادرس إشارته، ثم نظم جدولا بتغيراتf. 
ⓒ  أثبت أن المعادلة( ) 0f x  .تقبل جذرا واحدا فقط  

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

................................................................................... 

]المعرف على  fليكن  [23] 3,2]I    2وفق( ) 1f x x . 
ⓐ ارسم خطه البياني fC واحسب .( )f I. 
ⓑ معادلة ما عدد حلول ال( ) 4f x   في المجالI؟ 

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

................................................................................... 

. 
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 .أوجد عدد حلول المعادلة [24]
4 5 31

1 0 5 0
2

x x x x x      ⓑ ⓐ 
 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

I[0,1]مستمرا واشتقاقيا على المجال  تابعا fليكن  [25]  :ويحقق 
  أيا كانx  منI  كان( )f x  منI. 
  وأيا كانx  كان   ]0,1[من( ) 1f x  . 

)للمعادلة  أنأثبت  )f x x  حلا وحيدا فيI. 
 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

................................................................................... 
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 إيجاد الوسطاء:.2
 القاعدة المعلومة

0يمر من  Cالخط  0(x ,y )A 0 0( ) yf x  

 0xالمماس افقي عند 
0( ) 0f x  

y هو 0xالمماس عند ax b  
0( )f x a  

0y 0 قيمة حدية محليا عندx 
0 0 0( ) y , ( ) 0f x f x  

f   0يغير اشارته عندx 

[26]  f على  المعرف[ 2,4]  وفق

2
( )

1

ax b
f x

x





علما  bو aعين . 

في  مماس  للخط  بأن المستقيم 
  .Aالنقطة 
 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

................................................................................... 

[27] f  3وفق:  المعرف على 2( ) 1f x ax bx   
 منه؟ A(1,2)مماسا أفقيا في   لكي يقبل bو a تعيينهل يمكن 

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

................................................................................... 

.................................................................................... 

[28] f  وفق المعرف على 
3

2

3
( )

1

x ax b
f x

x

 



 a عين 

4كون لي bو 3y x  0التي فاصلتها النقطة في  مماس. 
 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

x

y

O 21

A
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....................................................................................

.................................................................................... 

3 وفق المعرف على  التابع f ليكن [29] 2( )f x x x ax   .
1xقيمة حدية محليا عند  fليكون للتابع  aعين العدد  . 

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

وفق  {1}\المعرف على  f ليكن [30]
2 1

( )
1

ax bx
f x

x

 



 ،

 :الشرطانبحيث يتحقق  bو aقيم  جد حقيقيان.عددان  bو a حيث
 ( 1)f  للتابع.  محليا قيمة حدية 
 معدومة. محليا الحدية هذه القيمة 

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

 التابع الزوجي:.3
 إذا كان: زوجي fالتابع يكون 

( ) ( )x D x D f x f x       
 Oyمتناظر بالنسبة للمحور   fCيكون 
cosxالتابع  مثال: x  تابع زوجي
 لأنه:

 xفإن  من  xأياً كان  الشرط
  (محقّق وضوحاً )  من 

) الشرط ) cos( ) cos ( )f x x x f x    . 
، كان شرط الأول محقّقاً إذا كانت مجموعة تعريف التابع هي  ملاحظة:
 وضوحاً.

 من التوابع: في كل زوجي fالتابع أثبت أن  [31]
2sin( )

( ) ( ) cos(2 )
x

f x f x x x
x

  ⓑ ⓐ 

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

 

O
2

1

x

y

 

2
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....................................................................................

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

...................................................................................  

 التابع الفردي:.4
 إذا كان:  فردي fيكون التابع 

( ) ( )x D x D f x f x        
  .O متناظر بالنسبة للمبدأ fCيكون 

sinxالتابع  :مثال x :فردي لأنه 
من  xفإن  من  xأياً كان  الشرط
  (محقّق وضوحاً )  
 الشرط

( ) sin( ) sin( ) ( )f x x x f x       
الفردي على الجزء الموجب يمكن أن نكتفي بدراسة التابع الزوجي و ملاحظة:

من مجال التعريف.
 في كل من التوابع: فردي fأثبت أن التابع  [32]

3( ) sin(2 ) ( ) cos( )f x x x f x x x  ⓑ ⓐ

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

................................................................................... 

 

 

 التابع الدوري:.5
 إذا كان:    Tودوره  دوري fيكون التابع 

( ) ( )x D x T D f x T f x       

sin(2التابع  مثال: 3)x x   تابع دوري ودوره  :لأنه 
xفإن  من  xياً كان أ الشرط   (محقّق وضوحاً )  من  
)الشرط ) sin(2 2 3) sin(2 3) ( )f x x x f x       

 

)sinالتابع  :ةملاحظ )x ax b بع و كذلك التا

cos( )x ax b   دوري ودوره
2

a


. 

 في كل من التوابع: Tدوري ودوره  fأثبت أن التابع  [33]
( ) sin( 2), 2 ( ) cos(2 3),f x x T f x x T      ⓑ ⓐ 

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

 

O
2

1

x

y

2

1
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....................................................................................

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

................................................................................... 

 

 دراسة تابع مثلثي.6
 عندما يكون التابع دوري نكتفي بدراسته على مجال طوله دور واحد

T  فضل أن يكون من الشكل[ , ]
2 2

T T
. 

)وفق  ف على معرّ ال f :20مثال ) 2sin sin2f x x x . 
ⓐ  ّق أنَّ تحقf   2وأنَّ  دوري  أودور  له. ادرس الصفة الزوجية 

,0]على المجال  fاستنتج إمكانية دراسة  .fالفردية للتابع  ]. 
ⓑ  ّه، أثبت أن( ) 2(2cos 1)(cos 1)f x x x   . 
ⓒ  ادرس تغيراتf  0]على المجال, ]  ارسم الخط للتابعf  على

,0]المجال  ] ثمَّ على المجال ،[ 2 ,2 ] . 
2xفإن  من  xأياً كان  الشرط ⓐالحل:   (محقّق)  من  
  الشرط

( 2 ) 2sin( 2 ) sin(2 4 ) 2sin sin2 ( )f x x x x x f x          
]دراسته على ب. فتكفي 2 ودورهتابع دوري  f فالتابع , ]  . 
 (وضوحاً  محقّق)  من  xفإن  من  xأياً كان  الشرط
)الشرط ) 2sin( ) sin( 2 ) 2sin sin2 ( )f x x x x x f x          
,0]لمجال تابع  فردي. فتكفي دراسته على ا fومنه  ]. 

ⓑ  
2( ) 2cos 2cos2 2(2cos cos 1)

2(2cos 1)(cos 1)

f x x x x x

x x

     

  
  

ⓒf  0. على معرف واشتقاقيlim ( )
x

f x


 و
0

0lim ( )
x

f x


. 
)ينا ولد ) 2(2cos 1)(cos 1)f x x x    نجعل( ) 0f x  

cosومنه 1 0x    أيcos 1x    ومنهx   أو
2cos 1 0x    1أي

cos
2

x   ومنه
3

x  3 و 3

3 2
( )f   

3

3 3

2

0

( ) 4 0 0

( ) 0 0

x

f x

f x

 

   

 
 

[34] f وفق  ف على معرّ ال( ) 2cos cos2f x x x . 
ⓐ  ّق أنَّ تحقf 2وأنَّ  وري  د  دور  له. ادرس الصفة الزوجية للتابع

f.  استنتج إمكانية دراسةf  0]على المجال, ]. 
ⓑ  ادرس تغيراتf  0]على المجال, ]. 
ⓒ  ارسم الخط للتابعf  0]على, ] ثمَّ على المجال ،[ , ] . 

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

1

1 /3

2

x

y
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....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................  

)المعطى وفق  fنتأمل التابع  [35] ) 1 cosf x x .  
ⓐ  ما مجموعة تعريفf ؟ 
ⓑ  أيكونf مستمرا على مجموعة تعريفه؟ 
ⓒ  بين أن التابعf  2زوجي ويقبل العدد .دورا له 
ⓓ  ليكنg   مقصور التابعf  0]على المجال, ]ثبت أن . أg 

 اشتقاقي وارسم خطه البياني.
ⓔ  استنتج الخط للتابعf  على[ , ]  ما مجموعة تعريف .f ؟ 

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................



                                                           الوحدة الثالثة )اشتقاق(                    –الجزء الأول  -الرياضيات 

58 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................  

)وفق  المعرف على  fتأمل التابع ن [36] ) 2 cosf x x x .  
ⓐ  لماذا كل حل للمعادلة( ) 0f x   1يجب أن ينتمي إلى 1

[ , ]
2 2

.  

ⓑ ة برهن أن للمعادل( ) 0f x   حل وحيد 1 يقع في
]0, [

2
. 

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................  
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 :تأطير )حصر( توابع مثلثاتية.7
معرفين واشتقاقيين على المجال  gو  fليكن تابعين خاصة: 
, [[0D  ويحققان . ( ) ( )f x g x   أيا يكنx  منDفإن . 

( ) (0) ( ) (0)f x f g x g   
sinxأثبت أن  :21مثال x 0، أيا يكنx . 

)الحل: ) sinf x x و( )g x x ومنه( ) cosf x x  
(و  1(g x  1و( ) cosf x x    

sinxومنه  x   0في حالةx . 
xبرهن أنه في حالة  :22مثال    أن

2

1 cos 1
2

x
x   

cos لدينا الحل: 1x   ولنثبت
2

1 cos
2

x
x   باختيار

( ) cosf x xو ،
2

( ) 1
2

x
g x   ومنه 

( ) sinf x x  و ،( )g x x    
sinxولكن لدينا من السؤال السابق  x  أيsin xx   

)أي  ) ( )f x g x   ومنه( ) (0) ( ) (0)f x f g x g    أي
2

cos 1 1 1
2

x
x      أي

2

cos 1
2

x
x   

 .على  ولكنّ طرفي هذه المتراجحة زوجيان، إذن تتحقّق المتراجحة
أثبت أن  :23مثال

3

sin
6

x
x x x   0، أيا يكنx . 

sinx لدينا الحل: x ولنثبت
3

sin
6

x
x x  باختيار 

3

( )
6

x
f x x  و( ) sing x x ومنه 

 
2

( ) 1
2

x
f x  و ،c s( o) xg x   ولكن لدينا من السؤال السابق

2

1 os
2

c x
x

   ومنه( ) (0) ( ) (0)g x g f x f    أي
3

sin
6

x
x

x    0في حالةx  . 

لدينا أن  :24مثال
2 2 4

1 cos 1
2 2 24

x x x
x     أيا يكن ،

x . 
ⓐ  بين أن

3 3 5

sin
6 6 120

x x x
x x x     0، أيا يكنx . 

ⓑ  استنتج نهاية
3

sinx x

x

  عندما يسعى المتحولx .إلى الصفر 

لدينا من السؤال السابق  ⓐالحل:
3

sin
6

x
x x  

ولنثبت
3 5

sin
6 120

x x
x x   ارباختي 

3 5

( )
6 120

x x
f x x   

)و ) sing x x ومنه  
2 4

( ) 1
2 24

x x
f x   و ،c s( o) xg x  

ولكن لدينا 
2 4

cos 1
2 24

x x
x     ومنه

( ) (0) ( ) (0)g x g f x f    أي
3 5

sin
6 120

x x
x x    في

0xحالة   . 
ⓑ  0في حالةx   نجد

3 3 5

sin
6 6 120

x x x
x x x      ّأن

3 3 5

sin
6 6 120

x x x
x x      

3 3 5

sin
6 6 120

x x x
x x     

2

3

1 sin 1

6 120 6

x x x

x


   

0xفي حالة  xوبتطبيق هذه المتراجحة على    نستنتج أنها تبقى
0xصحيحة في حالة    0أيضاً. إذن مهما تكنx   فلدينا

2

3

1 sin 1

6 120 6

x x x

x


   ،وبالاستفادة من مبرهنة الإحاطة .

أنّ  0تسعى إلى  xنستنتج عند جعل 
30

sin 1
lim

6x

x x

x


. 

 على الاشتقاقتمارين 

[37] f  1]المعرف على, [  وفق( ) 1 4f x x x    . 
ⓐ  ادرس تغيرات التابعf. ثبت أن أ( ) 0f x   تقبل حلا وحيدا 
ⓑ .احسب جبريا القيمة الحقيقية لذلك الجذر 

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................
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....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

................................................................................... 

[38]  f  المعرف على 1,I    1وفق
( )

1
f x x

x
 


. 

ⓐ  ادرس تغيراتf  علىI . 
ⓑ  استنتج أن للمعادلة( ) 0f x   حيدا جذرا و  1,2[يقع في[. 
ⓒ 0.5 احصر الحل في مجال طوله لا يتجاوز.  

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

................................................................................... 

[39] f  المعرف على\{ 1} :وفق
22 7

( )
1

x x
f x

x

 



 

ⓐ  أثبت أنd  2الذي معادلته 1y x   مقارب  مائل للخط. 
ⓑ  ادرس نهايةf  1عند؟ ط. ماذا تستنتج فيما يتعلق بالخ 
ⓒ  ادرس تغيراتf .ثم ارسم  ارسم مقاربات  ونظم جدولا بها. 

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................
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....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

................................................................................... 

 

[40] f (0) ويحققعليها، واشتقاقي  على  معرف 0f  
و

2

1
( )

1
f x

x
 


 . من  xعند كل  

ⓐ ليكن g وفق  رف على التابع المع( ) ( ) ( )g x f x f x  . 
)احسب و . اشتقاقي على  gتحقق  أن  )g x. 

ⓑ  (0)احسبg ابع واستنتج أن التf .فردي 
 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

................................................................................... 
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 تمارين عامة محلولة

[41] f 3 وفق المعرف على  التابع 2( ) 2 3 1f x x x    
)احسب و وعند  عند  fنهاية  ادرس  )f x  وادرس

 .fت إشارته، ثم نظم جدولا بتغيرا
)أن المعادلة  أثبت  ) 0f x  .وإذا رمزنا إلى  تقبل جذرا واحدا فقط

ينتمي إلى المجال  أثبت أن  ،هذا الجذر بالرمز 1.6,1.7. 
lim   الحل: ( )

x
f x


  وlim ( )

x
f x


 . 

2( ) 6 6 6 ( 1)f x x x x x     ومنه  
0 1

( ) 0 0

( ) 1 2

x

f x

f x

 

   

   

 

0 التغيرات جدول من  (] ,0[) ] ,1[f      
0وأيضا  (]0,1[) ] 2,1[f     فليس للمعادلة( ) 0f x   حلول في

] ,1[ . 
,1]أما على المجال  [  فالتابع مستمر ومتزايد تماما

0و ([1 [) [ 2, [f      
)ومنه للمعادلة  ) 0f x   حل وحيد  1]في, [ ومنه للمعادلة . 
 .حل وحيد في 

(1.6) 0.488 0
(1.6) (1.7) 0

(1.7) 0.156 0

f
f f

f

   
 

  
 

]1.6,1.7[ومنه   . 
[42] C للتابع  الخطf  وفق   علىالمعرف

2
( )

2

x
f x

x



. 

 .1 في النقطة التي تساوي فاصلتها Cمعادلة لمماس  أعط 
1مستقيم الذي معادلته للسا موازيا مما Cهل يقبل  

4
y x ؟ 

4لمستقيم الذي معادلته لمماسا موازيا  Cهل يقبل   0x y ؟ 
هي  في النقطة التي تساوي فاصلتها Cمعادلة المماس للخط  الحل:

( ) ( )( )y f a f a x a    
 نوجد المشتق

2

2 2

2
( )

(2 )

x
f x

x


 


1نعوض .

3
(1)f  1و

9
(1)f    

1هي 1عند لمماسا ومنه معادلة 1
( 1)

9 3
y x    أي

1
9
( )2xy  . 

1مستقيم الذي معادلته للموازي  مماس C لدينا 
4

y x   بالتالي
1ميل المماس 

4
  1ومنه

4
( )f x    4أي 12 0x    وهي معادلة

 مستحيلة الحل. وبالتالي لا يوجد مماس.
4yمستقيم الذي معادلته للموازي  مماس C لدينا  x  بالتالي ميل

) ومنه  4المماس ) 4f x    4أي 24 17 14 0x x    

0وهي معادلة مستحيلة الحل  .وبالتالي لا يوجد مماس . 

 

)2وفق  التابع المعرف على  f ليكن [43] ) 1f x x x  . 
21أن  تحقق  ( ) ( )x f x f x   أيا يكن ،x  من. 
1)2 استنتج  ) ( ) ( ) ( ) 0x f x xf x f x     ،حيث x من . 

 الحل:
2

( ) 1
1

x
f x

x
  


 ومنه 

2 2 2

2
1 ( ) 1 (1 ) 1 ( )

1

x
x f x x x x f x

x
        



21طرفي العلاقة  باشتقاق  ( ) ( )x f x f x     نجد 

2

2 2

1
( ) 1 ( ) ( ) ( )

1 1

x
f x x f x f x f x

x x
      

 
 

21بضرب الطرفين بالمقدار  x نجد 
 2( ) 1 ( ) ( )x f x x f x f x     

2وفق  {1}\المعرف على  f ليكن [44] 3
( )

1

x
f x

x





. 

fالتابع المشتق  عين    للتابعf. 
 g  التابع المعرف على

2 2
,I       وفق( ) (sin )g x f x. 

)ثم احسب  Iاشتقاقي على  gأثبت أن  )g x. 
 h التابع المعرف على  1,J    وفق ( )h x f x. 

)ثم احسب  Jاشتقاقي على  hأثبت أن  )h x  علىJ. 
  الحل:

2

2 3 5
( )

1 ( 1)

x
f x

x x

 
  

 
 .{1}\على  

 sinx x  اشتقاقي على
2 2
,I       1ولا يأخذ القيمة 

)إذن  {1}\ى اشتقاقي عل fو ) (sin )x g x f x  اشتقاقي
و Iعلى 

2

5cos
( ) (sin )cos

(sin 1)

x
g x f x x

x


  


. 

 x x  اشتقاقي على 1,J    و 1ولا يأخذ القيمةf 
)إذن  {1}\اشتقاقي على  ) ( )x h x f x  اشتقاقي علىJ 

و
2

1 5
( ) ( )

2 2( 1)
h x f x

x x x


  


. 

بحيث أوجد عدد حلول المعادلة، ثم احسب قيمة تقريبية لكل جذر  [45]
  .110خطأ في الحساب لا يتعدى ال

5 3 41 1 1
1 0 1 0

5 3 2
x x x x     ② ① 

4التابع   الحل: 1
( ) 1

2
x f x x x   له جدول التغيرات: 

1
2

13
16

( ) 0

( )

x

f x

f x





 

  

 

 

)من جدول التغيرات ليس للمعادلة  ) 0f x  في  حلول . 
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 5 31 1
5 3

( ) 1f x x x    حيثD  وf  اشتقاقي على  
5 51 1

5 5
lim ( ) lim , lim ( ) lim
x x x x

f x x f x x
   

      
 4 2 2 2( ) ( 1)f x x x x x      نجعل( ) 0f x   

2أي  2( 1) 0x x    0ومنه, 1, 1x x x     
13و  17

15 15
(0) 0, (1) , ( 1)f f f    

1317
15 15

1 0 1

( ) 0 0 0

( ) 0

x

f x

f x





  

    

 

 

)من جدول التغيرات للمعادلة  ) 0f x   حل وحيد  وهذا  في
[ينتمي إلى المجال  , 1[   17وعلاوة على ذلك

15
( 1)f    و

41
15

( 2)f    2. إذن 1    وبالتجريب نجد .( 1.6) 0f   
)و 1.7) 0f   1.7نجد أن 1.6   . 
المعرف على  fليكن  [46] \ 1  وفق

3

( )
1

x
f x

x



 . 

3متزايد تماما على المجال  fأثبت أن  
2
, 1    م جدولا نظ. ثم

3على المجال  fات بتغير 
2
, 1   . 

)أثبت أن للمعادلة   ) 10f x   3حلا وحيدا في المجال
2
, 1   . 

  الحل:
2

2

(2 3)
( )

( 1)

x x
f x

x


 


)منه  و   ) 0f x   على المجال

3
2
, 1     فالتابعf  .متزايد تماما 

3

2

27
lim ( )

4x

f x


 و
1

lim ( )
x

f x


   

 
3مستر ومتزايد تماما على  fالتابع  

[ , 1[
2

   . 
3 27

10 [ , 1[ [ , [
2 4

f
 

     
 

). ومنه أن للمعادلة  ) 10f x  

3حلا وحيدا في المجال 
2

[ , 1[ . 
[47] M اها تالنقطة التي إحداثي هي( ,0)m 0 حيث 3m  ،

,0)اها تهي النقطة التي إحداثي Nو )n 0 حيثn  النقطتان ،M  و
N  3تحققانMN . وأخيرا J  القطعة المستقيمة هي نقطة من

 MN  2تحققMJ . للنقطة  المحل الهندسي  نهدف إلى تعيين
J  عندما تتحولm هورسم، [0,3]المجال  في. 

2نجد  Jمن تعريف   الحل:
3

MJ MN  
3أي  2MJ MN  3أو 3 2 2MO OJ MO ON   

3ومنه  2OJ OM ON  
3MNمن     2لدينا 2 9m n   

0nولكن    29وبالتاليn m  . 
 نعوض في العلاقة الشعاعية السابقة

3 2

0
3 2

0

OJ OM ON

x m

y n

 

     
      

     

 

3xفيكون    m 22و
3

9y m .  أي
2 2 22 2

3 3
9 (3 ) 9 9 2 1y x x x      

 من الفرض لدينا 
[0,3]

3 [0,3]

[0,1]

m

x

x







 

)2للتابع  Cهو  Lالمحل الهندسي  ) 2 1f x x   [0,1]على  

0 1

( ) 0

( ) 2 0

x

f x

f x

  

 
 [0,1]متناقص تماما على المجال  fفالتابع 
0في حالة  .1عند   f قابلية اشتقاقدراسة  1x  

1 1

( ) (1) 1
lim lim 2

1 1x x

f x f x

x x 

  
       

 

f  والخط للتابع   1غير اشتقاقي عندf  1يقبل مماسا شاقوليا عند. 
)مجموعة النقاط   [48] , )M x y 2التي تحقق 22 4 3x x y    

لتابعين  2Cو  1Cهي اجتماع خطين بيانيين  أن المجموعة  أثبت
1f  2وf  ومن ثم رسم. 

2 الحل: 22 4 3x x y    تكافئ 2 21
3 2

4
y x x   . 

23ولكن  2 (3 )(1 )x x x x      لذلك قيمx  التي تجعل
23 2 0x x    هي[ 1,3] . 

)ومنه تنتمي  , )M x y  إذا وفقط إذا كانت  إلىM 1 منC  أو إلى
2C  1حيثC 2وC :هما الخطان للتابعين 

21
1 1 2
: [ 1,3] , ( ) 3 2f f x x x         و

21
2 2 2

: [ 1,3] , ( ) 3 2f f x x x      
23 2x x x   كثير الحدود فهو اشتقاقي على] 1,3[  

x x  0[اشتقاقي على, [  

x

y

1

1

2

M

N

J

O

3
1

2

( )

27
( )

4

x

f x

f x

 

 


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1
2

1
( )

2 3 2

x
f x

x x


 

 
 

1. في حالة 1قابلية الاشتقاق عند 3x    1يكون 0x : 
1 1

1 1

( ) ( 1) 1 3
lim lim

1 2 1x x

f x f x

x x 

   
      

 

فلخطه  1مستمر عند  1f ولكن 1غير اشتقاقي عند  1fفالتابع 
1C  1مماس شاقولي عند . 

1. هنا في حالة  3قابلية الاشتقاق عند 3x  : 
1 1

3 3

( ) (3) 1 1
lim lim

3 2 3x x

f x f x

x x 

  
       

 

 1Cفلخطه  3مستمر عند  1f ولكن 3غير اشتقاقي عند  1fفالتابع 
 .1fالتغيرات للتابع  جدولو . 3مماس شاقولي عند 

1

1

1 1 3

( ) 0

( ) 0 1 0

x

f x

f x



   

2نلاحظ  1( ) ( )f x f x   2الخط البيانيC  1هو صورةC  وفق التناظر
جموعة المحوري بالنسبة إلى محور الفواصل ومنه نجد الرسم البياني للم

E .التي نسميها قطعا ناقصا 

 
2sin صحة المتراجحة ثبتأ [49] tan 3x x x  يكن  أياx  من

المجال 
2

[0, [I .  
,0]من  xفي حالة  الحل: [

2
I


 لدينا  

3 2

2 2

1 2cos 3cos 1
( ) 2cos 3

cos cos

x x
f x x

x x

 
     

)المقام موجب فإشارة  )f x من إشارة البسط 
 3 22cos 3cos 1x x  . 

3نفرض 22cos 3cos 1 ( )x x P x   
cosنضع  ]0,1]t x   3فيكون 2( ) 2 3 1P t t t   
)ولدينا  ) 6 ( 1)P t t t    ومنه( ) 0P t   0,1[على المجال]  

)فالتابع  )t P t  0,1[متناقص تماما على المجال]  
(1)ولكن  0P   ومنه( ) 0P t  ومنه [0,1[على( ) 0f x  علىI  

 . Iتابع متزايد على  fفالتابع 
(0)ولكن  0f   إذن( ) 0f x   في حالةx  من

2
[0, [I  . 

I[0,1]تابعا مستمرا ومعرفا على المجال  fليكن  [50]   ويحقق
( )f x I أيا يكن ،x  منI نرمز بالرمز .k  إلى التابع المعرف

)وفق  Iعلى  ) ( )k x f x x  بتطبيق مبرهنة القيمة الوسطى على .
)يحقق  Iمن  a، أثبت وجود عدد حقيقي kالتابع  )f a a. 
 Iتابع مستمر على المجال  kالتابع  الحل:

)ولدينا من الفرض  ) [0,1]f x   (0)أي 0f  (1)و 1f  ومنه 
(0) (0) 0

0 [ (1), (0)]
(1) (1) 1 0

k f
k k

k f

  
 

   
 

)يحقق  Iمن   aوجد يومنه   ) 0k a   أي( )f a a. 
فق: و  المعرف على  mfعددا حقيقيا، وليكن التابع  mليكن  [51]

3 2( ) 8mf x x mx x m    
a  0أثبت أن الخطين البيانيينC  1وC  يتقاطعان في نقطتين

A  وB.أوجد إحداثيات هاتين النقطتين . 
b  استنتج أن جميع الخطوط البيانيةmC  تمر بالنقطتينA  وB. 

 .ند و ع عند  mfأوجد نهاية 
)استنتج مما سبق أن للمعادلة  ) 0mf x   ثلاثة حلول متمايزة في

  m، أيا يكن العدد 
)  aالحل: , )  0مشتركة بين  نقطةC 1وC 0ومنه( )f   

)1و )f   3   أي 3 28 , 8 1            
2بالطرح نجد  1   1أي   7عويض نجد وبالت   . 

)ومنه   , ) (1, 7)      أو( , ) ( 1,7)    
,1)في النقطتين  1Cو 0Cومنه  يتقاطع  7)A  و( 1,7)B . 
(1) 7m bf  

mAومنه     C  و( 1) 7mf    ومنهmB C .
 .Bو A بالنقطتين mCأي  تمر جميع الخطوط البيانية

 lim ( )m
x

f x


       وlim ( )m
x

f x


  
  mf حدود من الدرجة الثالثة فللمعادلة  كثير( ) 0mf x   على

 .وهو مستمر على  الأكثر ثلاثة حلول. 
  لدينا( 1) 7mf   وlim ( )m

x
f x


  فللمعادلة( ) 0mf x  

[ينتمي إلى  1xحل  , 1] . 
  لدينا( 1) 7mf   (1)و 7mf    فللمعادلة( ) 0mf x   حل

2x  ينتمي إلى] 1,1[ . 
  (1)لدينا 7mf   وlim ( )m

x
f x


   فللمعادلة( ) 0mf x  

,1[ينتمي إلى  3xحل  [  . 
) فللمعادلة ) 0mf x   ثلاثة حلول في. 

[52] f نفترض أنواشتقاقي عليها.  تابع معرف على  هو: 
 (0) 0f  (0)و 1f  . 
 f   0]متزايد على المجال, [  ومتناقص على] ,0]. 

 .fمثل التابع مكن أن يي Cارسم خطا بيانيا 
,0]التابع متزايد على  الحل:  [  متناقص على و] ,0]  
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2عند الصفر. أي تابع من الشكل  1ويأخذ القيمة  1x x  . 
f:3ينعدم عند الصفر. أي  fولكن x x x . 

بحيث ة تقريبية لكل جذر أوجد عدد حلول المعادلة، ثم احسب قيم [53]
  .110لا يتعدى الخطأ في الحساب 

5 3 41 1 1
1 0 1 0

5 3 2
x x x x     ② ① 

4التابع   الحل: 1
( ) 1

2
x f x x x   له جدول التغيرات: 

1
2

13
16

( ) 0

( )

x

f x

f x





 

  

 

 

)من جدول التغيرات ليس للمعادلة  ) 0f x  في  حلول . 
 5 31 1

5 3
( ) 1f x x x    حيثD  وf  اشتقاقي على  

5 51 1
5 5

lim ( ) lim , lim ( ) lim
x x x x

f x x f x x
   

      
 4 2 2 2( ) ( 1)f x x x x x      نجعل( ) 0f x   

2أي  2( 1) 0x x    0ومنه, 1, 1x x x     
13و  17

15 15
(0) 0, (1) , ( 1)f f f    

1317
15 15

1 0 1

( ) 0 0 0

( ) 0

x

f x

f x





  

    

 

 

)جدول التغيرات للمعادلة  من ) 0f x   حل وحيد  وهذا  في
[ينتمي إلى المجال  , 1[   17وعلاوة على ذلك

15
( 1)f    و

41
15

( 2)f    2. إذن 1    وبالتجريب نجد .( 1.6) 0f   
)و 1.7) 0f   1.7نجد أن 1.6   . 
وفق:  المعرف على  fليكن  [54]

2

2
( )

3

x x
f x

x x




 
 

 .Cوارسم خطه البياني  fادرس تغيرات  
 ).غير المماس في المبدأ(، المبدأب ارةالم Cللخط  اتمماسال عين

 Cالذي يمس  aTمعادلة للمماس  عددا حقيقيا. اكتب aليكن  
في النقطة  , ( )A a f a.  فكر في أنaT  اتالمماسأحد يكون 

يمر  . ثم جد معادلة لكل مماس للخط عندما يمر بالمبدأ ةالمطلوب
 بالمبدأ.

lim  الحل: ( ) 1
x

f x


 وlim ( ) 1
x

f x


  1فالمستقيمy  
 .و مستقيم مقارب في جوار 

2

3
( ) 1

3
f x

x x
 

 
ومنه 

2 2

3(2 1)
( )

( 3)

x
f x

x x


 

 
  

1
2

1
11

( ) 0

( ) 1 1

x

f x

f x

  

  



 

 
)هي  aTمعادلة   ) ( )( )y f a f a x a   أي 

2

2 2 2

2

2 2 2 2 2

2 2

2 2 2 2

3(2 1)
( )

3 ( 3)

3(2 1) 3(2 1)

3 ( 3) ( 3)

( 2 2) 3(2 1)

( 3) ( 3)

a a a
y x a

a a a a

a a a a a
x

a a a a a a

a a a a
x

a a a a

 
  

   

  
  

     

  
 

   

  

أي تحقق معادلته  (0,0)ا كانت النقطة من المبدأ إذ aTيمر  
2 2

2 2

( 2 2)
0

( 3)

a a a

a a

 


 
2أي   2( 2 2) 0a a a   . 

0aإما    0مرفوض لان المماسT يمر في المبدأ . 
1أو  3a    1أو 3a   . 

1في حالة  3a     
2 2

2 2 2 2

( 2 2) 3(2 1)

( 3) ( 3)

a a a a
y x

a a a a

  
 

   
 

 ولكن المماس يمر من المبدأ 

2 2

2 2

3(2 1)

( 3)

3(2( 3 1) 1)

(( 3 1) ( 3 1) 3)

1 2 3

11

a
y x

a a

y x

y x




 

 


   




 

1وفي حالة  3a     يكون
2 2

3(2 1)

( 3)

a
y x

a a




 
 

2 2

3(2( 3 1) 1)

(( 3 1) ( 3 1) 3)

1 2 3

11

y x

y x

  


     




 

 
[55] f  وفق: {1}\المعرف على 

 

3 2

2

3 10 11
( )

1

x x x
f x

x

  



 

 ونظم جدولا بها. fادرس تغيرات  

x

y

1

1

2

1/3

2/3

1

x

y

1

1

2

1/3

2/3

1
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1yالذي معادلته  dأثبت أن   x   مقارب  مائل للخطC. 
 .Cو d، ثم ارسم Cو dللخطين  النسبي الوضعادرس  
 عدد حلول المعادلة هندسياحدد  

 3 2( 3) (2 10) 11 0x m x m x m      . 
limنلاحظ أن   الحل: ( )

x
f x


  وlim ( )

x
f x


  وكذلك .

نلاحظ أن 
1

lim ( )
x

f x


 قيم الشاقولي الذي . فنستنتج أن المست
1xمعادلته    مستقيم مقارب للخط البياني للتابعf وبالاستفادة .

من الصيغة 
2

7 10
( ) 1

( 1)

x
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
  


 أو بحساب مباشر نجد 
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3
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   
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 ( ) ( ) ( 1)g x f x x    فنلاحظ أن

2

7 10
( )

( 1)

x
g x

x





 .

lim ( ) 0
x

g x


  1y x   مستقيم مقارب للخطC. 
10يتقاطعان في النقطة  dو Cق أن ونستنتج مما سب  3

7 7
( , ويكون  (

C  تحتd  10على
7

] , [  وفوقd  10على
7

] , [ . 
3 2 23 10 11 ( 2 1) 0x x x m x x      . 

3أي  2 23 10 11 ( 1)x x x m x     
)2نقسم طرفي المعادلة على  1)x  فنجد 

 

3 2

2

3 10 11

1

x x x
m

x

  



)ومنه    )f x m . 

1917في حالة 
3 4

{ , ,5}m   للمعادلة( )f x m .حلان 
  1917عند

3 4
m   5أوm   للمعادلة( )f x m .حل واحد 

  19عند
4

5m  17أو
3

m    للمعادلة( )f x m .ثلاثة حلول 
2 المعرف وفق f ليكن [56] 3( ) 3sin 4cosf x x x . 

) قارن كلا من  )f x و 2f x   مع( )f x استنتج أنه .
,0]على  fتكفي دراسة  ]. 

 أثبت أن  ( ) 6cos sin 1 2cosf x x x x   . 
,0]على  fادرس تغيرات   ].   ارسمC على[ 2 ,2 ]  . 

 نلاحظ أن  الحل:
2 3

2 3 2 3

2 3

2 3

( ) 3sin 4cos

( ) 3sin ( ) 4cos ( ) 3sin 4cos ( )

( 2 ) 3sin (2 ) 4cos (2 )

3sin 4cos ( )

f x x x

f x x x x x f x

f x x x

x x f x

  

 

       

    

  

 

على مجال طوله  f. إذن تكفي دراسة  2دوري ودوره  fفالتابع 
]دور واحد وليكن  , ] فلدراسته على  . ولأن التابع زوجي[ , ]  
,0]تكفي دراسته على  ]. 

 
 

2( ) 6sin cos 12cos sin

6sin cos 1 2cos

f x x x x x

x x x

  

   
 

,0[على   [  ينعدم( )f x عند 
1

2 2 3
cos 0 , cosx x x x       

 
 
 

 
)3المعرف  وفق  f ليكن [57] ) 4sin 3cosf x x x . 

أثبت أن   2 ( )f x f x  أيا يكن العدد الحقيقي ،x. 
تحقق أن   ( ) 3sin 2sin2 1f x x x  . 
]على ه ، وارسم2 على مجال طوله fادرس   2 ,2 ] . 

 .2تابع دوري ودوره  cosو sinلأن كل من   الحل:

 
   

2( ) 12sin cos 3sin

3sin 4sin cos 1 3sin 2sin2 1

f x x x x

x x x x x

   

    
 

0,2[على   [  ينعدم( )f x عند 

x
2

1

2

y

1O

17 19
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( ) 5

x

f x

f x

x

y

O
1

1
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2
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0
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x
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1
2 6

5 13 17
12 12 12 12 12

sin 0

2sin2 1 0 sin2 2 2

, , ,

x x

x x x k

x k x x x x



    







  

      

       

 

5 13 17
12 12 12 12

3 3 1 3 3 1 1 3 3 3 3 1

2 2 2 2

0 2

( ) 0 0 0 0 0 0 0

( ) 3 3 3

x

f x

f x

    

   

      

 

 

 
 

معرف على ال fيكن [58] 0,   وفق( ) 1f x x x  . 
a) 1أن  تحقق

( )
1

f x
x x


 

0xأيا يكن   . 

b)  1استنتج أن 1
( )

2 1 2
f x

x x
 


0xفي حالة   . 

c)  ما نهايةf  عند؟ 
  الحل:

a) ( )
1 1

1
1 1

x
x x

f x x
x x x x





 
   

  
. 

b) 1 لديناx x  0أياً كانx  : كان 

1 1 1

1 1 1 x xx x x x
 

    
 

1ومنه :  1
( )

2 1 2
f x

x x
 


. 

c)  1لدينا 1
lim lim 0

22 1x x xx 
 


lim  ومنه  ( ) 0

x
f x


. 

[59] f المعرف على 
2

0,I     2وفق( ) 4 tanf x x x . 
)احسب   )f x تحققو    2( ) 2 1 2 :tanf x t t t x t      
 . Iعلى المجال  fاستنتج جدولا بتغيرات  
)أثبت أن للمعادلة   ) 1f x   في المجال ،I  جذرا وحيدا . 

الحل:

2

3 2

( ) 4 2tan (tan 1)

2 2 4 2(1 )( 2)

f x x x

t t t t t

    

       
 

 2 2t t   0موجب في حالةt   
)ه إشارة ومن )f x  1تتفق مع إشارة 1 tant x    الذي ينعدم على
2

0,I     عند 
4

x . 

نلاحظ أن 
/2

lim ( )
x

f x


   لأن
)( /2

lim tan
x

x
 

  

ومنه
2

x   مستقيم مقارب للخط البياني 

 
1 

4
([0, ]) [0, 1]f    ليس للمعادلة( ) 1f x   في حل 

4
[0, ]  

)للمعادلة  ) 1f x    حل وحيد على المجال
4 2

] , [ .  
على تماما  ومتناقصمستمر  fلأن 

4 2
] , [    

 و
4 2

1 (] , [) ] , 1[f        . 
)فللمعادلة  ) 1f x    حل وحيد  في المجالI . 

)وفق  المعرف على  التابع fليكن  [60] ) cosf x x x. 
)، من  xاحسب عند كل   )f x و( )f x و( )f x . 
 أثبت  ( )( ) cos cos 1

2 2

n n
f x x x n x n

    
        

   
  

 هنا لدينا  الحل:
( ) cos

( ) sin cos

( ) cos 2sin

( ) sin 3cos

f x x x

f x x x x

f x x x x

f x x x x



   

   

 



 

 

لدينا   2
cos ( ) sin( ) cosx a x a x a        . 

 ( )
1

( ) ( ) cos cos
2 2

n
nn

E n f x x x n x
    

      
   

 

( 1) ( 1)
( ) ( ) cos ( 1)cos

2 2

n n n
E n f x x x n x

     
        

   

   2 2
( ) sin cos cos 1 cos 0f x x x x x x x            

(1)E نفرض  محققة( )E n  صحةصحيحة ولنثبت ( 1)E n . 
( 1) ( 1)

( ) cos cos cos
2 2 2

( 1)
cos cos cos

2 2 2 2 2

( 1)
cos cos cos

2 2 2

( 1)
cos ( 1)cos

2

n n n n
f x x x x n x

n n n
x x x n x

n n n
x x x n x

n
x x n x

  

    

  



      
           
     

     
            

     

     
          

     

 
    

  2

n 
 

 

 

)أي إن  1)E n  صة صحيحة. ومنه صحة الخا( )E n  
[61] f  التابع المعرف على\{ 1,1}  وفق

2

2
( )

1

x
f x

x



. 

)يحققان  bو aأوجد عددين حقيقيين   )
1 1

a b
f x

x x
 

 
. 

)عبارة  استنتج  )( )nf x   1في حالةn  وx  من\{ 1,1}. 

x

y

O 2

1

12
5
12

4 2
0

( ) 4 0

( ) 0 1

x

f x

f x

 



  

 
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لدينا  الحل:
2

2

1 1 1

a b x

x x x
 

  
 بتوحيد المقاماتو  

2

( 1) ( 1) 2

( 1)( 1) 1

a x b x x

x x x

  


  
 

2 2

( ) 2

1 1

a b x a b x

x x

  


 
 

2aومنه  b   0وa b     
1aأي  b  ومنه 

1 1
( )

1 1
f x

x x
 

 
 

نثبت بالاستقراء   
( )

1

1 ( 1) !
n n

n

n

x x 

 
 

 
 ومنه 

( )

1

1 ( 1) !

1 ( 1)

n n

n

n

x x 

 
 

  
و    

( )

1

1 ( 1) !

1 ( 1)

n n

n

n

x x 

 
 

  
 

( ) ( )

( )

1 1

1 1
( )

1 1

( 1) ! ( 1) !

( 1) ( 1)

n n

n

n n

n n

f x
x x

n n

x x 

   
    

    

 
 

 

 

 ويحققعليها، واشتقاقي  معرف على  f وجود تابع نفترض [62]
(0) 0f   و

2

1
( )

1
f x

x
 


  

a ليكن g  وفق  المعرف على( ) ( ) ( )g x f x f x  . 
)احسب و . اشتقاقي على  gتحقق  أن  )g x. 

b  (0)احسبg  واستنتج أن التابعf .فردي 

a h  0[معرف على, [I    1وفق
( ) ( )h x f x f

x

 
   

 
. 

)احسب ، و Iاشتقاقي على  h تحقق أن )h x  علىI. 
b  أثبت أن( ) 2 (1)h x f أيا يكن ،x  منI. 
c  استنتج أن نهايةf  عند  2تساوي (1)f.  ؟ماذا تستنتج 

ak  معرف على,
2 2

J
  

  
 

)وفق  ) (tan )k x f x x .   

)احسب   )k x التابع بشأن . ماذا تستنتجk؟ 
b  (1)احسبf.  نظم جدولا بتغيرات وf  على. 
c  ارسم المستقيمات المقاربة للخط البيانيC  وارسم مماساته في النقاط

 Cارسم  م، ث  1و 0و 1التي فواصلها 

وبالتالي  اشتقاقيا على  fلدينا aالحل:
: ( ) ( )g x f x f x   اشتقاقي على  

ولدينا 
2 2

1 1
( ) ( ) ( ) 0

1 1 ( )
g x f x f x

x x
       

  
  

b  التابعg  (0)تابع ثابت ولدينا 2 (0) 0g f   0إذنg   على
 تابع فردي. f. ومنه التابع 

a f  1و اشتقاقيا على
x

x
,0[اشتقاقي على   [I   

:وبالتالي ( ) (1/ )h x f x f x  اشتقاقي علىI 
ولدينا

2 2 2 2 2

1 1 1 1 1
( ) ( ) 0

1 1
h x f x f

x x x x x 

 
        

  
 

b  أنh  تابع ثابت علىI  (1)ولأن 2 (1)h f 
)وبالتالي ) 2 (1)h x f  أيا كانت قيمةx  منI. 

c 1لدينا
lim 0
x x

 1وبالتالي
lim (0) 0
x

f f
x

 
  

 
  

0xفي حالة    1لدينا
( ) 2 (1)f x f f

x

 
   

 
  

limوبالتالي ( ) 2 (1) 0 2 (1)
x

f x f f


  . 
2مستقيما مقاربا أفقيا معادلته  fإذن يقبل الخط للتابع  (1)y f. 

a  في حالةx  منJ لدينا  

   2 2

2

1
( ) (tan ) 1 tan 1 1 tan 1 0

1 tan
k x f x x x

x
       


 

(0)ولكن  Jتابع ثابت على  kإذن التابع  (0) 0 0k f   
tan)إذن )f x x  علىJ. 
b  باختيار

4
x


  (1)نجد

4
f


 وبالاستفادة من كون .f فرديا: 

2 2

0

( )

( ) 0

x

f x

f x  

 

  



 

c  1)معادلة المماس في, )
4

  2هي 1
4 2

y x  :ومنه الرسم الآتي . 

  

x
O 1

/2

1

1
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pbîÛbnn½a 
1. @ÑíŠÈm½aZòîÛbnn 

هي تاǼع مʨʺʳعة تعȄʛفه مʨʺʳعة الأعʙاد الॽɻॽʰʢة أو جʜء غʛʽ مʱʻه 
0مʯعاقʔ أǺ ȏالȜʵل  مʹها 0 0{ , 1, 2, }n n n  . 
  ٌّدٌ لا نهائيʗة عॻالʯʯʸود للʗʲال ʥم. 

  وʥȜʸȂ الʯعʙʻʮ عʹها Ǻعʗة ʙʟق مʹها:
  لالةʗب ȏح أȂʙʶال ʃȂʙعʯقة الȂʙʟn  لȜʵالǺ ȏأ( )nu f n  :  

1 :  21nu n   ʗ1ج 2 3, ,u u u  1و, 1n nu u   

   
1 2 3

2 2
1

4, 9, 16,

2 , 1 1 1n n

u u u

u n u n

  

     
  

]1[ 2 3nu n   ʙ1ج 2 3, ,u u u  1و, 1n nu u . 
Wא 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................  

....................................................................................  

]2[ 1 2nu n     ʙ1ج 2 3, ,u u u  1وnu   1وn nu u . 
Wא 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................  

]3[ 1 11
2nu n

     ʙ1ج 2 3, ,u u u  1وnu   1وn nu u .  
Wא 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................  

....................................................................................  

  لȜʵال ʦالها هȜاش ʗج وأحȂرʗʯقة الȂʙʟ1 ( )n nu f u    :  
2 : 1 3 2n nu u   0و 2u   ʗ1ج 2 3, ,u u u  2وnu   

1 0 2 1 3 2

2 1

3 2 4, 3 2 10, 3 2 28
3 2n n

u u u u u u
u u 

        

 
  

]4[ 1 2 3n nu u   0و 2u  ʙ1 ج 2 3, ,u u u . 
Wא 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................  

]5[  21 1n nu u   0و 2u  ʙ1 ج 2 3, ,u u u . 
Wא 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................  

]6[ 2
1 2n nu u n    0و 2u    ʙ1ج 2 3, ,u u u . 

Wא 
....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................  
 

2. @òîÛbnnß@…aŠaßZ|íŠ–Ûa@ÑíŠÈnÛbi@òÏŠÈ 
  لهʹاʸعʯʴاد: نʙʟهʹة الاʙʮم  

0( )n nu   ًاماʸة تʗایʚʯم  1 –  0n nu u    1أو 1n

n

u
u

   

)0و )n nu  ةʗایʚʯم  1 –  0n nu u    1أو 1n

n

u
u

   

0( )n nu   ًاماʸة تʶاقʹʯم 1 –  0n nu u    1أو 1n

n

u
u

   

)0و )n nu  ةʶاقʹʯم  1 –  0n nu u    1أو 1n

n

u
u

   

0( )n nu   ةʯثاب 1 –  0n nu u    1أو 1n

n

u
u

   

 ʙصفة واح ʗدة إذا حققʛʢة مॽالʱʱʺن الʨؔت.Șابʶال ʧة م  
  ةॽالʱʱاد مʛʡراسة اʙق لʛʡ ثلاث ʙجʨحمیȄʛʸال ʅȄʛعʱالǼ فةʛع:  
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 ʙʠقة الȂʙʟ:ح  ʙجʨ1نn nu u  .ʛفʸونقارن مع ال  
1nنʨجȂʙʟ  ʙقة القʸʴة:

n

u
u

  .ʙاحʨونقارن مع ال  

)Ǽالعلاقة  fنعʛف  :Ȃʙʟقة الʯاǺع )nu f n . Șʱʷع ونǼاʱونقارن مع ال
.ʛفʸة  الॽالʱʱʺاد الʛʡن اʨȞȄورة.وʛʹالǼ حॽʴص ʛʽغ ʝȞع والعǼاʱاد الʛʡا ʧم  

3 :  العلاقةǼ فةʛة الʺعॽالʱʱʺاد الʛʡ3ادرس ا 5nu n    
Wא ʙجʨ1ن 3( 1) 5 3 8nu n n        

حȄʛʡȎقة الʛʢح:  1 نلا 3 8 (3 5) 3 0n nu u n n        
)0فالʺʱʱالॽة  )n nu   ًة تʺاماʙایʜʱم.  

1القʶʺة: Ȅʛʡقة  3 8 1
3 5

n

n

u n
u n

 
 


  .مʜʱایʙة تʺاماً  فالʺʱʱالॽة 

)Ǽالعلاقة  Ȅʛʡfقة الʱاǼع: نعʛف  )nu f n  ȑأ( ) 3 5f x x  
) ʨȞॽɾن  ) 3 0f x    الʳʺتʺاماً على ال ʙایʜʱع مǼاʱ0]فال, [ 

)0فالʺʱʱالॽة  )n nu   ًة تʺاماʙایʜʱم.  
  في حالة  غالॼاً عʙʻ دراسة اʛʡاد مʱʱالॽة معʛفة ǼالʱعʅȄʛ الȄʛʸح  :غالॻʮة

o  عǼاʱال ʛʶؔال ȑ  رʚʳوال ȑ: عǼاʱقة الȄʛʡ عʺلʱʶن.   
o  دʨوجn  ʧʺأس أو عاملي(ض Ȍقة ا )فقȄʛʡ عʺلʱʶةنʺʶلق.   
o  عʺلʱʶالات نʴاقي الȃع وॽامʳʺة الॽالʱʱح.مʛʢقة الȄʛʡ  
  لاʧȞʺǽ قةȄʛʡ عʺالʱة اسʺʶة تʺاماً  القॼجʨة مॽالʱʱʺود الʙح ʗالا إذا ؗان  
 ʜمʛال!n  دʙاء العʙي جʻعǽn  .ʙاحʨا إلى الॽازلʻت  
ȑأ ! ( 1) 1n n n      0وأن! 1.  

!5 مʰل: 5 4 3 2 1 120, 3! 3 2 1 6            
!ʱؗ ʧȞʺǽ5اǼة  5 4!  اʚȞوه! ( 1)!n n n    

 جهة اʛʡاد ؗل مʧ الʺʱʱالॽات الآتॽة. ادرس  ]7[
2

2

2 1 3 1 3
4

1 1 !2 1
2 2 2

1
10 !

n n n

n
n n nn n

n n nn

nu u n u n
n

nu u u

n nu u u
n n


    



     

   



ⓒ ⓑ ⓐ

ⓕ ⓔ ⓓ

ⓘ ⓗ ⓖ

Wא@ 
....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................  

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

....................................................................................  
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.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

....................................................................................  

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

....................................................................................  

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

....................................................................................  

  

3. Zòîib§a@pbîÛbnn½a 
هي مʱʱالॽة یʱʻج ؗل حʙ فʽها عʧ ساǼقه ʳǼʺعه إلى  الʯʯʸالॻة الʴʲابॻة:

 ʜمʛالǼ له ʜمʛة ونॽالʱʱʺه أساس الॽʺʶن ʗد ثابʙعr.  
مʲل: 

2

3, 5, 7, 9,....


   ʨ2الأساس هr   
 

 

 

1nنʗʰʲ أنإثॺاتها:   nu u  لʽلʙالǼ Șعلʱلا ی ʗثابn.  
]8[    5 1nu n في حالة n  أن ʗʰ0. أث( )n nu  ةॽابʶح  
Wא 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................  

هn  ʨأȑ بʙلالة  الʯعʃȂʙ الȂʙʶح: n mu u n m r    

]9[ 0( )n nu  ةॽالʱʱة أساسها  مॽابʶها 2حʽوف 1 4u ʖʶاح .nu 
 .nبʙلالة 

Wא 
....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................  

 ʃȂʙعʯجالȂرʗʯالǺ:  لالةʙب ȑأnu  ʨ1هn nu u r    
]10[  0( )n nu  ةॽالʱʱ0 م 12 , 3n nu u u   . ةॽابʶأنها ح ʗʰأث

 وعʧʽ أساسها.
Wא 

....................................................................................

....................................................................................  

حʙود مʨʱالॽة في مʱʱالॽة حʶابॽة  فإن  cو bو a :خاصة
2

a c b
  

]11[ m 2وm ة   12وॽابʶة حॽالʱʱة في مॽالʨʱود مʙحʖʶاحm.  
Wא 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................  

,ʙʴ1ود العʙد : ʗʲودالعʗد  , ,i i ju u u  ʨ1 هj i .  
30 حدودال عدد ما ]12[ 31 50, , ,u u u. 
Wא 

....................................................................................  

   : مʦʸʱع الʗʲود

]13[  ʧȞॽ5 ل 3nu n   .ةॽابʶح ʙ1  ج 2 10u u u  . 
Wא 

....................................................................................

.................................................................................... 

................................................................................. 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

....................................................................................  

(S = )´ 2
 آخʛ ح ّʙأوّل حʙّ  عʙد الʙʴود
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4. @pbîÛbnn½aZòî†äa 
Ǽعʙد  ȃʛʹǼههي مʱʱالॽة یʱʻج ؗل حʙ فʽها عʧ ساǼقه  الʯʯʸالॻة الهʹʗسॻة:

 ʜمʛالǼ له ʜمʛة ونॽالʱʱʺه أساس الॽʺʶن ʗثابq.  
مʲل: 

2

3, 6, 12, 24,....


   ʨ2الأساس هq   

1nنʗʰʲ أنإثॺاتها: 

n

u
u

 لʽلʙالǼ Șعلʱلا ی ʗثابn.  

]14[    17nnu في حالة n  أن ʗʰ0. أث( )n nu  .ةॽسʙʻه  
Wא 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................  

nهn  ʨأȑ بʙلالة  الʯعʃȂʙ الȂʙʶح: m
n mu u q   

]15[  0( )n nu  ةॽالʱʱة مॽسʙʻها 3أساسها  هʽ1 وف 2u   ʖʶاح .
nu  لالةʙبn. 

Wא 
....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................  

 ʃȂʙعʯجالȂرʗʯالǺ:  لالةʙب ȑأnu  ʨ1هn nu q u    

]16[  0( )n nu  ةॽالʱʱم  0 11 , 6n nu u u . ةॽسʙʻأنها ه ʗʰأث
 وعʧʽ أساسها.

Wא 
....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................  

2bن فإهʙʻسॽة حʙود مʨʱالॽة في مʱʱالॽة  cو bو a :خاصة ac  
  .mاحʖʶهʙʻسॽة حʙود مʨʱالॽة في مʱʱالॽة  12و mو 3 ]17[
Wא 

....................................................................................

.................................................................................... 

............................................................................. 

.............................................................................   

   : مʦʸʱع الʗʲود

]18[ 0( )n nu  ةॽالʱʱة مॽسʙʻها 2أساسها  هʽ1 وف 2u   ʖʶاح .
1 2 6u u u   

Wא 
....................................................................................

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

....................................................................................   

]19[  ʧȞॽ22 ل 3nnu
  .ةॽسʙʻه ʙ1  ج 2 5u u u  . 

Wא 
....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

.................................................................................... 

....................................................................................   

]20[ ʧȞॽ5 ل 3nu n   في حالة n  ةॽالʱʱʺأن ال ʗʰأث .
0( )n nu  ةॽابʶو  حʙادهاوادرس  أساسها جʛʡا .  

Wא    1 5 2 5 3 5n nu u n n           
  حʶابॽة. الفʛق ثابʗ فهي

1 5 0n nu u      قʛتʺاماً الف ʖة تʺاماً  فهي سالʸاقʻʱم.  
 òîib§a òî†äa  
  مʲال

3

2, 5, 8, 11,....


   
3

2, 6, 18, 54,....


  

الȄʛʸح  n mu u n m r    n m
n mu u q   

  الʙʱرȄج
1n nu u r    1n nu q u    

  اثॼاتها
1nنʗʰʲ أن nu u    

  nثابʗ لا یʱعلǼ Șالʙلʽل
1nنʗʰʲ أن 

n

u
u

   

 . nثابʗ لا یʱعلǼ Șالʙلʽل

  خاصة
a وb وc  ةॽالʨʱة مॽالʱʱفي م

حʶابॽة  فإن 
2

a c b
  

a وb وc  ةॽالʨʱمʧم 
مʱʱالॽة هʙʻسॽة 

2bفإن ac  
ʙʴ1iود العʙد   الʙʴود i jS u u u    ʨ1 هj i .  

   الʺʨʺʳع
(S = )´ 2
 آخʛ ح  ّʙأوّل حʙّ  عʙد الʙʴود

(S = )´ 1 q-
 ّʙأوّل ح 

1عʙد الʙʴود q-

(S = )´ 1 q-
 ّʙأوّل ح 

1عʙد الʙʴود q-
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4 : ʧȞॽ1 ل

2
3

n

n nu  في حالة n  ةॽالʱʱʺأن ال ʗʰأث .

0( )n nu   ة وॽسʙʻهʙادها أساسها جʛʡوادرس ا .  

Wא 
1 1

1
2

2 3 2
3 2 3

n n
n

n n
n

u
u

 


  ةʺʶالق ʱة فهي ةثابॽسʙʻه.  

1 2 1
3

n

n

u
u

   ةʺʶالق  ʧتʺاماً م ʛة تʺاماً  فهي 1أصغʸاقʻʱم.  

   ʅȄʛعʱة الʙعʺل قاعʱʶة نॽسʙʻة أو هॽابʶة حॽالʱʱم ʧان مʙح ʦإذا عل
  الȄʛʸح لإʳǽاد الأساس.

 ة ألا إذا ؗاʙالقاع Șة وفॽسʙʻة أو هॽابʶة حॽالʱʱع جʺع مॽʢʱʶلا ن ʗن
  حʙودها مʱعاॼʀة.

5 : 0( )n nu  ةॽابʶة حॽالʱʱها مʽ2 ف 41u   5و 13u   .
ʖʶاح r  ʖʱاك ʦثnu  لالةʙبn ʖʶاح ʦ20 ثu.  

Wא   5 2 (5 2)n mu u n m r u u r        
54 3 18r r      

     
20

41 2 18
77 18 283

n m n

n

u u n m r u n
u n u

       

    
  

6 : 0( )n nu   ةॽالʱʱهامʽة فॽسʙʻ1 ه
7 1080u  25و

10 2197u  .
ʖʶاح q  ʖʱاك ʦثnu  لالةʙبn ʦث ʙ30 جu  
W10 א 7

10 7
n m

n mq u u qu u      
3 3

3 3
3

25 1 25 1080 5 6
2197 1080 2197 13

q q  
     

ومʻه 
 

30
13

q  ȑأ 
1025 30

2197 13

n
n m

n mu qu


      
 

  

ومʻه
30 10 20

30 10
30 25 30
13 2197 13

u u


         
   

.  
  :ʱعلʱʱʺǼ Șالॽات حʶابॽة أو هʙʻسॽةالآتॽة ت الأسʯلة ]21[

ⓐ  0( )n nu   ةॽالʱʱة أساسها مॽابʶها 3حʽ1 وف 2u   ʖʶاح .nu 
ʱʻʱ1ج ، واسnبʙلالة  2 20u u u  .  

ⓑ  0( )n nu   ةॽالʱʱة أساسها مॽسʙʻها 3هʽ1 وف 2u   ʖʶاح .nu 
1، واسʱʻʱج nبʙلالة  2 7u u u    2و 4 6 2nu u u u  .  

ⓒ  عʨʺʳʺال ʖʶ3اح 51
2 2 21 2 3 10S        .  

ⓓ  1احسب المجموع 1 11 ...
3 9 81

s      .  

ⓔ  لالة احسبʙبn،  1المجموع 1 11 ...
2 4 2n

s      .  
Wא 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................  

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................
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.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

............................................................................. 

............................................................................. 

............................................................................. 

............................................................................. 

............................................................................. 

............................................................................. 

............................................................................. 

............................................................................. 

............................................................................. 

.............................................................................  

]22[ a  وb  وc  ودʙةثلاثة حॽالʨʱة.  مॽسʙʻة هॽالʱʱم ʧها علʺا مʻʽع
26a b c    216وabc . 

Wא 
....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................  

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................  

]23[ a  وb  وc  ةॽʁॽʁاد حʙ0وثلاثة أعa  .و a  وb  وc 
و  3a ولʙیʻا .qهي ثلاثة حʙود مʱعاॼʀة مʧ مʱʱالॽة هʙʻسॽة، أساسها 

2b وc  ودʙةهي ثلاثة حॽالʨʱة. مॽابʶة حॽالʱʱم ʧم  ʖʶاحq. 
Wא 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................  

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................  

5. ZHï™bíŠÛa@õaŠÔnüaI@wí‰†nÛbi@pbjq⁄a@@ 
 عʺلʱʶاء نʛقʱعي الاسॽʰʢد الʙالع ȑʨʴة خاصة تʴات صॼلإثn . 
  :اتʨʢʵال  
 ʖʱؔاصا نʵةل ( )E n   
  ةʴص ʗʰʲ0ن( )E n هॽɾ ʠȄʨعʱال ʧȞʺǽ دʙع ʛأصغ ʘʽح . 
 ضʛة نفʴص( )E n  ةوʴص ʗʰʲن( 1)E n  ادا علىʺʱاع( )E n 

7 : 1n    عيॽʰʡ دʙأن ع ʗʰأث( 1)1 2 3 2
nnn      

Wא 
....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................  

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................
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....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................  

8 :  عي  حالةفيॽʰʡ دʙ1عn  أن ʗʰأث  
2 2

3 3 3 ( 1)1 2
4

n nn 
     

Wא 
....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................  

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................  

9 : أنّه مهʺا ؗان ʗʰأث n  4ؗان 2n   دʙ3مʹاعفاً للع.  
 »4 2n   دʙ3مʹاعفٌ للع«( )E n   

 »14 2n   دʙ3مʹاعفٌ للع«( 1)E n    
Wא  ʗʰʲاصة  نʵة الʴ(0)صE:  

 »04 2 3   دʙ(0)»3مʹاعفٌ للعE     

)نفʛض صʴة مʴققة.  E(0)ومʻه  )E n  ةʴص ʗʰʲون( 1)E n   
)مʧ الʵاصة  )E n  عيॽʰʡ دʙع ʙجʨیk  Șقʴǽ4 2 3n k    

 ȑ4أ 3 2n k .  
14 2 4 4 2 (3 2) 4 2

12 8 2 12 6

3(4 2) 3

n n k
k k

k k

        
    

  

  

)ومʻه  1)E n   نʨؔʱة فʴॽʴص( )E n .ةʴॽʴص  
10 : ʗʰة  أثʴصʧʽʱʽالآت ʧʽʱاصʵعي  الॽʰʢد الʙاً ؗان العǽأn.  

  »32 1n   دʙ7مʹاعفٌ للع.«       
  »3 2n n  دʙ3مʹاعفٌ للع«.      

Wא   ʧؔʱل( )E n  :ةॽاصة الآتʵ32ال 1n   دʙ7مʹاعف للع.  
  اصةʵ(0)الE   دʙعلى أن الع ʟʻة لأنها تʴॽʴ02ص 1 0  

 .7مʹاعفٌ للعʙد 
  ض أنʛʱفʻل( )E n  عيॽʰʡ دʙع ʙجʨی ȑة أʴॽʴصk  ʘʽʴǼ

32 1 7n k  ʚئʙʻع 
3( 1) 32 1 8 2 1 8(7 1) 1 7(8 1)n n k k           

)3   ومʻه 1)2 1n   دʙاصة  7مʹاعف للعʵوال( 1)E n   ًاʹǽأ
)صʴة الʵاصة  ومʻهصʴॽʴة.  )E n  عيॽʰʢد الʙاً ؗان العǽأn .  

  ʧؔʱل( )E n  :ةॽاصة الآتʵ3ال 2n n  دʙ3مʹاعف للع.  
  اصةʵ(0)الE   دʙعلى أن الع ʟʻة لأنها تʴॽʴص

30 2 0 0    دʙ3مʹاعفٌ للع. 
  ض أنʛʱفʻل( )E n  عيॽʰʡ دʙع ʙجʨی ȑة أʴॽʴصk  ʘʽʴǼ

3 2 3n n k  ʚئʙʻع 

 
3 3 2

2

( 1) 2( 1) 2 3( 1)

3 1

n n n n n n

k n n

       

   
  

)3   ومʻه 1) 2( 1)n n    دʙاصة  3مʹاعف للعʵوال( 1)E n  
)أǽʹاً صʴॽʴة. فʨؔʻن قʙ أثʻʱʰا ǼالʙʱرȄج صʴة الʵاصة  )E n  اً ؗانǽأ

  . nالعʙد الॽʰʢعي 
11 : ʗʰ1 أث 2 2 3 3 ( 1) 1: 1n n n n           
אW 1 2 2 3 3 ( 1) 1( ) n n nE n              

1 2 2 3 3 ( 1) ( 1) ( 2) 1( 1) n n nE n                 
E:(1)(1)لʵاصة نʗʰʲ صʴة ا 1 1E  .  

)نفʛض صʴة مʴققة.   E(1)ومʻه  )E n  ةʴص ʗʰʲون( 1)E n   

 

1

2

1 2 2 3 3 ! ( 1) ( 1)
( 1) 1 ( 1) ( 1)
( 1) 1 1 1 ( 1)( 2) 1
( 2) 1

( 1) n n n n
n n n
n n n n
n

E n           

      

          

  

 




 



  

)ومʻه  1)E n   نʨؔʱة فʴॽʴص( )E n .ةʴॽʴص  
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]24[ 1n عي  وॽʰʡ دʙ2ع 2 2 21 2 3nS n      
ⓐ  ʖʶ1 احS 2وS 3وS 4وS ʧع ʛʰ1. وعnS   لالةʙبnS وn .  
ⓑ   عيॽʰʡ دʙع ʙʻع ʗʰ1أثn  :أن( 1)(2 1)

6n
n n nS  

.  
Wא 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................  

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

....................................................................................  

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

....................................................................................  

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

....................................................................................  

]25[  ʧȞॽ1 لx   . ةʴاجʛʱʺأن ال ʗʰ1)أث ) 1nx nx    
Wא 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................  

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

....................................................................................  

  في الʺʛʱاجʴات ʧȞʺǽ تʛʽʰؔ الʛʽʰؔ أو تʸغʛʽ الʸغʛʽ.ملاحʢة: 
1nعي حالة عʙد ॽʰʡ في  ]26[  اصةʵة الʴص ʗʰ1، أث! 2nn . 
Wא 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................  

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................  
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]27[ ⓐ ʗʰد أثʙاً ؗان العǽ2، أn  :2، أن 23 ( 1)n n  .  
ⓑ  دʙع ʛما أصغ*n   نʨؔ2ت( ) 3 2 5n nE n n   ة؟ʴॽʴص  
ⓒ  أن ʗʰأث( )E n عي صॽʰʢد الʙاً ؗان العǽة، أʴॽʴ5n .  

Wא 
....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................  

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................  

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

....................................................................................  

]28[ ʗʰعي  أثॽʰʢد الʙاً ؗان العǽة أॽاص الآتʨʵال ʧة ؗل مʴصn.  
ⓐ  »4 5n   دʙ3مʹاعف للع  .« 
ⓑ  »2 1 23 2n n   دʙ7مʹاعف للع«  

Wא 
....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................  

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................  

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................  

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................  

.................................................................................... 

.................................................................................... 
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.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

............................................................................. 

............................................................................. 

.............................................................................  

6. @òîÛbnnß@…aŠaßwí‰†nÛbi@òÏŠÈZ  
 ʦود الأولى ثʙʴاد الʳǽإǼ ادʛʡالا ʧʺʵج نȄرʙʱالǼ فةʛة معॽالʱʱاد مʛʡراسة اʙل

ʱʶاناً نॽاح ʧؔج ولȄرʙʱالǼ ʧʽʺʵʱة الʴص ʗʰʲة.عنʺʶح أو القʛʢقة الȄʛʡ لʺ 
12 : ا ادرسʛʡة  دجهة اॽالʱʱʺ1ال 2 8n nu u    ʘʽ0ح 2u   

 لأولى نʨجW ʙא 0 الʙʴود ا 12, 4u u    ةॽالʱʱʺن ال نʧʺʵ أ
  نʗʰʲ صʴة الǼ ʧʽʺʵʱالʙʱرȄجمʻʱاقʸة تʺاماً 

1

2 1

( )
( 1)

n n

n n

E n u u
E n u u



 

 
  

  

E:1(0)نʗʰʲ صʴة الʵاصة  0 : 4 2(0) u uE    .  
  مʴققة. E(0)ومʻه الʵاصة
)نفʛض صʴة  )E n  ةʴص ʗʰʲون( 1)E n   

1

1

1

2 1

2 2
2 8 2 8

n n

n n

n n

n n

u u
u u
u u
u u







 



  



  

)ومʻه  1)E n   نʨؔʱة فʴॽʴص( )E n ʴॽʴة.ص  
 ʙʻد عاملي أو أس  عʨوجn  فةʛة معॽالʱʱجأو مȄرʙʱالǼ  قةȄʛʡ عʺلʱʶلا ن

  الʱاǼع.
]29[ ʗʰةأنّ  أثॽالʱʱʺ0 ال( )n nu   :العلاقاتǼ ًاॽʳȄرʙفة تʛّ0الʺع 0u  
1و 6n nu u    ًة تʺاماʙایʜʱم 

Wא 
....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................  

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

............................................................................. 

.............................................................................  

]30[  ʧʽبȑات  أॽالʱʱʺال  0n nu


  الآتॽة مʛʢدة. 



0 1 0 1

0 1 0 1

3 32, 2 8, 2
4 4

1, 2 2, 3

n n n n

n n n n

u u u u u u

u u u u u u

 

 

       
 

    

ⓑ ⓐ

ⓓ ⓒ

  

Wא 
....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................  

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................  

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................  

....................................................................................

....................................................................................
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....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................  

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................  

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

................................................................................... 

................................................................................... 

....................................................................................  

7. Z|íŠ–Ûa@ÑíŠÈnÛbi@òÏŠÈß@òîÛbnnß@òíbèã 

 ةʻهʛʰʺال ʖʶح ȑع أǼارها تاॼʱاعǼ هاʱنهای ʙجʨن:  
 ʧȞॽلf  الʳʺفاً على الʛعاً معǼتا ,a  ʧؔʱول ،( )nu f n 
aعʙʻما n  إذا ؗانlim ( )

n
f x


   ؗانlim nn

u


   

]31[ ʖʶاح  ʧة ؗل مǽ3نها
2 1n
nx
n




3و    1ny n n   
Wא 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

................................................................................... 

...................................................................................  

  في حالةnq  ةʙع القاعॼʱن:  

  
]32[ ʖʶاح  ʧʽʱʽالʱʱʺال ʧة ؗل مǽ3نها

2

n

n nx    10و
(10.1)

n

n ny  

Wא 
....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................  

cosفي حالة وجʨد  غالॻʮة: , sin , ( 1)n    .ةʡة الإحاʻهʛʰع مॼʱن  
)1لʧؔʱ ثلاث مʱʱالॽات  مʙʮهʹة الإحاʟة: )n nu  1و( )n nv  1و( )n nw  .

nتʴقȘ  إذا  n nw u v   ؗل ʙʻعn ʛʰد م أكʙع ʧ0n .  
limو  limn nn n

v w
 

   فإن .lim nn
u


 .  

)1لʧؔʱ مʱʱالʧʽʱʽ  مʙʮهʹة الʸقارنة: )n nu  1و( )n nv ،  ض أنʛʱفʻول
n nu v  ؗل ʙʻعn ʛʰم أك ʧ0nʚئʙʻع .  
limإذا ؗان  nn

u


   ؗانlim nn
v


 .     

limوȂذا ؗان  nn
v


   ؗانlim nn

u


 .@@

)1 الʺʱʱالॽة ]33[ )n nu  Șفة وفʛمع cos(2 )
n

nu
n

.  أن Șقʴت
1 1

nun n
   ةǽج نهاʱʻʱاس ʦ1، ث( )n nu . 

Wא 
....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................  

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................  

)1 الʺʱʱالॽة ]34[ )n nu   فةʛغةمعॽʸالǼ 1 cosnu n n   .ت Șقʴ
2nnأن  u n   ، ʥ1وذلn   ةǽج نهاʱʻʱاس ʦ1ث( )n nu . 

 لʝॽ للʺʱʱالॽة نهاǽة

0 1 1
1

lim
1 1

1

n

n

q
q

q
q
q



  
   
  
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Wא 
....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................  

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

]35[  ʧؔʱةلॽالʱʱʺ1 ال( )n nu   Șفة وفʛمع 2 1
3

n

n

n
u

n
 

.  ʙج

)1نهاǽة  )n nu . 
Wא 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................  

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................  

)ॽɾ1ʺا ǽأتي احʖʶ نهاǽة الʺʱʱالॽة  ]36[ )n nu  :دهاʨفي حال وج   
2

2

2

2 1 2 3
3 5 3 1

4 3 3 2 4
1 2( 1)

! 2 1sin
2 1

n n

n n

n n

n nu u
n n

n n nu u
n n

n nu u
n n



 
 

 

   
 

 

       

ⓑ ⓐ

ⓓ ⓒ

ⓖ ⓔ

  

Wא 
....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................  

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

................................................................................... 

...................................................................................  

8. ZòíbèäÛa@ÑíŠÈm@ÞbàÈna 

  Ȍʶॼال ʦʶرجة نقʙال ʝنف ʧوالʺقام م Ȍʶॼد في الʨجʨل مʨهʳاب مʶʴل
الʺقام قʶʺة اقلǽʙʽة ثʦ نʖʱؔ الʶǽ ʛʶؔاوȑ ناتج القʶʺة + Ǽاقي على 

 القʶʺة على الʺقʨʶم علॽه.
 a x a x a      سهʨȞد ومعʙع ʧʽار بʙد مقʨوج ʙʻع ȑأ

 نʚʴف الʜʳء الʶالʖ ونʹع الʺقʙار Ǽالॽʁʺة الʺʢلقة. 
  ʛʽجهةنغ  ʖأو قل ʖة على سالʺʶب أو القʛʹال ʙʻاجح عʛʱال

.ʧʽفʛʢال@@

)1 الʺʱʱالॽة ]37[ )n nu   Șفة وفʛ1مع
nu n n
 ًاॽɻॽʰʡ ًداʙع ʙج .

0n Șقʴǽ 3 310 ,10nu
      ؗل ʙʻ0عn n.  

Wא 
....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................  

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 
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)1 الʺʱʱالॽة ]38[ )n nu   Șفة وفʛمعnu n n . ʙاً جॽɻॽʰʡ ًداʙ0عn  
ʳǽ610nuعل   ʙʻؗل  عn  ʧتʺاماً م ʛʰ0أكn. 

Wא 
....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................  

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

]39[ ʧؔʱ3 ل 1
1n

nu
n





 0nعʙداً ॽɻॽʰʡاً جʙ  .3وتʶاوȑ نهایʱها  

ʳǽعل  2.98,3.02nu  ʙʻع n  ʧتʺاماً م ʛʰ0أكn. 
Wא 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................  

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................  

9. ZòîÛbnnß@òí…ë†ª 

  ل إنʨةالنقॽالʱʱʺ  قيॽʁد حʙع ʙإذا وج Ȍالأعلى، إذا وفق ʧودة مʙʴم
M Șقʴǽ nu M£ ىʺʶǽ .M  اً علىʴاً راجʛʸʻ0ع( )n nu  .  
 الأدن ʧودة مʙʴةً  مॽالʱʱل إن مʨقي نقॽʁد حʙع ʙإذا وج Ȍى، إذا وفق
m  Șقʴǽnt m ىʺʶǽ .m  ةॽالʱʱʺال ʧاً عʛاً قاصʛʸʻ0ع( )n nt . 

 
  
  

  لʨنقʧة عॽالʱʱودةم مʙʴ  الأعلى ʧودة مʙʴم ʗالأدنى.و إذا ؗان  
 ʙʴة.الأعلى  الʴاجʛود الʙʴال ʛأصغ ʨه  
 ʙʴة. الʛود القاصʙʴال ʛʰأك ʨالأدنى ه 

  ǺالʯعʃȂʙ الȂʙʶح مʱʱالॽة مʙʴودǽة لإʳǽاد غالॻʮة:
 عʺلʱʶات نǽودʙʴʺال:  

2 21 sin 1, 1 cos 1, 0 sin 1, 0 cos 1,n n n n           
  أونقارن ʛفʸمع ال .ʙاحʨمع ال 
 .ع ؗاملȃʛالى م ʦʺʱعه نȃʛل ومʨهʳد مʨفي حال وج  
 عʺلʱʶء  نʙʰال ȋʛ0شn n   
  كانإذا lim nx

u


    فليس للمتتالية حد أعلى 

  إذا كانlim nx
u


   فليس للمتتالية حد أدنى 

 .اتʛʽغʱعʺل دراسة الʱʶانا نॽأح 
2

2 2

1 sin 1, 1 cos 1, 0 sin 1,

0 cos 1, ( ) 0, 0, 0

n n n

n

       

    
  

0nوأǽʹاً نʱʶعʺل شȋʛ الʙʰء  n  ات.وأحʛʽغʱعʺل دراسة الʱʶانا نॽ  
)1بʧʽ إذا  ]40[ )n nu  .الأدنى ʧالأعلى، أو م ʧودة مʙʴودة، أو مʙʴم  

2 2

2

2 2

2 2

1 11 3 2sin
1

1 2
1 2 31

( 1) 3cos 2 1

n n n

n n n

n
n n n

u u u n
n n

n nu u u
n nn

u n u n u n n

    


 
  

 

      

ⓒ ⓑ ⓐ

ⓕ ⓔ ⓓ

ⓘ ⓗ ⓖ

@@

Wא 
....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................  

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

الحدود القاصرةحدود المتتالية الحدود الراجحة

الحد 
 الأعلى

الحد 
 الأدنى
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....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................  

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................  

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................  

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................  

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................  

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................  

 .رس إشارةʙن ʛفʸللʺقارنة مع ال  
  للʺقارنة معʙاحʨمع الʺقام ال Ȍʶॼنقارن ال.  
  ف الأول و للʺقارنة معʛʢقل للʻن ʛد آخʙرس إشارة.عʙن  

)0 تأمل الʺʱʱالॽة ]41[ )n nu   Șفة وفʛالʺع
2

2

1
1n

n nu
n n

 


 
 . 

1أثʗʰ أن  3nu  عيॽʰʢد الʙالع ʧȞǽ ًاǽأ ،n.  
Wא 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................  

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................  

)4 الʺʱʱالॽة ]42[ )n nu  Șفة وفʛ2 مع

1
5 6nu n n


 

.  

1مʙʴودة مʧ الأعلى Ǽالعʙد  هاأثʗʰ أن
2

.  
Wא 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................  

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................  
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2019(دورة   ]43[ 2( 1( )n nu   Șفة وفʛ2مع 1
1n

nu
n





  

ⓐ اطراد المتتالية. ادرس   
ⓑ  ʗʰيهاعنصراً راجحاً عل 2اث.  
ⓒ هاʱنهای ʙو ج ʙدجʙ0 العn علʳǽ 1.9,2.1nu  ʙʻ0  عn n  

Wא 
....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................  

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................  

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................  

]44[ ʧȞॽ1 ل 1q   ةॽالʱʱʺف الʛعʻ0، ول( )n nu   العلاقةǼ
21 n

nu q q q    ʙة  . جʺॽʀlim nn
S u


. 

Wא 
....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................  

تʨؔن الʺʱʱالॽة مʱقارȃة إذا ؗانʗ نهایʱها عʙد وتʨؔن @Zتقارب مʯʯالॻة
  أو لها نʱائج مʱعʙدة. أو @@مॼʱاعʙة إذا ؗانʗ نهایʱها

ⓐ 3تقارب: ادرس  ]45[ 2
3 1

n n

n nx 



  ⓑ   10 1

10 1

n

n ny 



. 

Wא 
....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................  

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................  

10. Zwí‰†nÛbi@òÏŠÈß@òîÛbnnß@òíbèã 
 هʹةʙʮة: مॽالʱʱة.  كل مȁقارʯالأعلى م ʥودة مʗʲة ومʗایʚʯؗل و  م

  مʯقارȁة. الأدنىومʗʲودة مʥ  مʯʹاقʶة مʱʱالॽة
ؗل مʱʱالॽة و  نهایʱها مʚʯایʗة وغʙʻ مʗʲودة مʥ الأعلىمʱʱالॽة  كل

   نهایʱها مʯʹاقʶة وغʙʻ مʗʲودة مʥ الأدنى
 ةॻالʯʯات تقارب مॺاً  لإثॺالأعلن: غال ʧودة مʙʴة ومʙایʜʱأنها م ʗʰʲ ى

أو ثʗʰ أنها مʻʱاقʸة ومʙʴودة م  ʧفʨؔʱن مʱقارȃة مʧ حʙها الأعلى 
  . نى فʨؔʱن مʱقارȃة مʧ حʙها الأدنىالأد
 حȄʛʸال ʅȄʛعʱالǼ فةʛة معॽالʱʱʺن @في حالة الʨȞǽ  ارهاॼʱاعǼ هاʱنهای

حل الʺعادلة  ʨȞǽن @وفي حالة الʺʱʱالॽة معʛفة ǼالʙʱرȄج تاǼع.
( )f x x  ʙʻع ʛʺʱʶع مǼاʱن الʨȞǽ أن ȋʛʷǼ.   

  ʙعǼالʺعادلة حل ( )f x x ةǽهاʻال ʛʱʵادا على: نʺʱاع  
 ʙʴودǽة.مʧ الʺʳال الʺغلȘ للʺ الʺʱʱالॽة  نهاǽة -
-  ʙʴاد. الأولالʛʡوالا 

13 : ةॽالʱʱʺ0 ال( )n nu   ؗل ʙʻفة عʛ1معn  Șوف 
1 1 1 11
1! 2! 3! !nu n

       
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ⓐ  ʗʰ1أن  أث

1 1
! 2nn .  

ⓑ   دʙج أن العʱʻʱة على راجحٌ  3اسॽالʱʱʺ0ل( )n nu .  
ⓒ   أن ʗʰ0أث( )n nu  .ةȃقارʱم  

Wא ⓐ  عʹʻاصة  لʵ1ال

1 1( )
! 2n

E n
n    في حالة

1n .  
1 1( 1)

( 1)! 2n
E n

n
  


  

0صʴॽʴة لأنّ  E(1)الʵاصة 

1
! 2

1
1

1
 . 

)نفʛض صʴة  )E n  ةʴص ʗʰʲون( 1)E n   

1

1

1 1 1 1 1
( 1)! 1 ! 1 2

1 1 1
2 2 2

n

n n

n n n n 



   
  

  
  

 

0 1 2 1

1
2

11
2

1 1 1 11
1! 2! 3! !
1 1 1 11
2 2 2 2
1 11 3 3
1 2

n

n

n

n

u
n





     

     


    







ⓑ

  

)1راجح على الʺʱʱالॽة  3فالعʙد  )n nu .  

ⓒ ةʙایʜʱة مॽالʱʱʺأن ال Ȏ1 نلاح
1 0

( 1)!n nu u
n   


 ،  

  .مʙʴودة مʧ الأعلى. فهي مʱقارȃة  وهي
14 : ةॽالʱʱʺ1 ال( )n nu   Șفة وفʛ2مع 2 2

1 1 1...
1 2nu n

    .  

)1أثʗʰ أنَّ الʺʱʱالॽة  ① )n nu  .ةʙایʜʱم  
② ʗʰ12أنَّ  أثnu n

   ʧȞǽ ًاǽّ1أn .  

)1الʺʱʱالॽة  ماذا ʥʻȞʺǽ أنْ تʱʻʱʶج Ǽالॼʶʻة إلى ③ )n nu .  
Wא ①  ʧقال مʱللانʙʴال nu  هॽیل ȑʚال ʙʴ1إلى الnu   ع إلىʺʳن

nu  ًتʺاما ʖجʨʺد الʙ2الع

1
( 1)n 

   

ȑ1 أ 2

1 0
( 1)n nu u
n   


)1فالʺʱʱالॽة   )n nu  .ةʙایʜʱم  

)لʻʹع  ② )E n  اصةʵ2دلالة على ال 1
nu n
   1في حالةn .  

  اصةʵ(1)الE ॽʴعلى أن ص ʟʻة لأنها تʴ1 2

1 12
1 1

u     

  اصةʵة الʴض صʛʱفʻل( )E n ʚئʙʻع 

1 2 2

2

1 1 12
( 1) ( 1)

1 1 1 12
1 1 ( 1)

n nu u
n n n

n n n n

     
 

    
  

  

  لإن

2 2 2

1 1 1 1 1 1 0
( 1) 1 ( 1) ( 1) ( 1)n n n n n n n n


     

    
  

1ومʻه 
12

1nu n  


 .  

)أȑ إن الʵاصة  1)E n   .ًاʹǽة أʴॽʴص  
)1 لʙیʻا ③ )n nu   دʙالعǼ الأعلى ʧودة مʙʴة ومʙایʜʱة. 2مȃقارʱفهي م  
  اتॼةلإثǽودʙʴج مȄرʙʱالǼ ةॽالʱʱʺاد لʛʡعʺل أو اʱʶاء. نʛقʱالاس  
)0نعʛف  ]46[ )n nu   Șفة وفʛ0مع 1u   1و 2n nu u     

ⓐ  ʗʰجأثȄرʙʱالǼ  0أن 2nu  اً ؗانǽأ ،n . 
ⓑ  ʗʰجأثȄرʙʱالǼ  0أن( )n nu   .ًة تʺاماʙایʜʱم  
ⓒ.هاʱد نهایʙها وحȃج تقارʱʻʱاس  

Wא 
....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................  

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................  

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................  

....................................................................................

.................................................................................... 
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....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 
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]47[ 0( )n nu   Șفة وفʛ0مع 1u  1و
3 2
2 6

n
n

n

uu
u





  

ⓐ أن ʗʰع  أثǼاʱ3ال 2
2 6
xx
x



  ًتʺاما ʙٌایʜʱم  

ⓑج أنʱʻʱ1 اس
2 1nu  دʙاً ؗان العǽأ ،n.  

ⓒ  ةॽالʱʱʺأن ال ʗʰ0أث( )n nu  .ًة تʺاماʸاقʻʱم  
ⓓ .هاʱد نهایʙها وحȃادرس تقار  

Wא 
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....................................................................................  
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.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................
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11. @@Zñ‰ëbvnß@pbîÛbnnß 
ؗانʗ إحʙاهʺا مʜʱایʙة ، إذا وفقȌ إذا ʱʯاورتانم انهʺا عʧ مʱʱالʧʽʱنقʨل 

انʗ نهاǽة الفʛق صفʛ. وعʙʻها  تʨؔن الʺʱʱالʱʽان والأخȐʛ مʻʱاقʸة، وؗ
  .الʻهاǽة نفʶهامʱقارʧʽʱȃ ولهʺا 

15 : انالʱʽالʱʱʺ ال Șان وفʱفʛ1ʺع
2 4nt n

 


1و 
1ns n




  

ة. عʧʽمʳʱاورتان ثʦ  هʺاأثʗʰ أن ʛؗʱʷʺهʺا الʱنهای  
Wא 

   1
1 1 1 0

2 1 1 2n ns s
n n n n


    

   
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)0الʺʱʱالॽة ف )n ns  ةʸاقʻʱتʺاماً  م.  

   1
1 1 2 0

2 6 2 4 2 4 2 6n nt t
n n n n      
   

  

)0الʺʱʱالॽة ف )n nt   ًة تʺاماʙایʜʱو .م lim 0n nn
s t


   

)0الʺʱʱالʧʽʱʽ ف )n nt  0و( )n ns   اورتانʳʱان و مʱȃقارʱمʧ0م.  
]48[ 0( )n nt  0و( )n ns  ال Șان وفʱفʛ1ʺع

n
nt
n


 

2و

11ns n
 . ʰأنأث ʗهʺا  ʦاورتان ثʳʱمʧʽة. ع ʛؗʱʷʺهʺا الʱنهای 

Wא 
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.................................................................................... 

2018(دورة  ]49[ 1( 0( )n nt  0و( )n ns  ال Șان وفʱفʛعʺ
15nx n

  2و

15ny n
 .  .اورهʺاʳادهʺا وعلل تʛʡادرس ا 

Wא 
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....................................................................................

....................................................................................
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....................................................................................  
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)1 تʧʽʰ إن ؗانʗ الʺʱʱالʱʽان  ]50[ )n nx  1و( )n ny  .أم لا ʧʽاورتʳʱم  

2 2 2

1 1 1 11 ...
2 3

1 1 1 1
2 1 2 2

n n n

n n n

y x x
n n

y x x
n n n n

      

     
 



ⓐ

ⓑ
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1في حالة  :ملاحʢة ( )n nu f u   :نʨȞǽ  
) D ʧȞǽ مx ʧ مهʺا ʧȞǽ العʙد )f x  ʧاً مʛʸʻعD   

  مʠاǺقات:
 

 
 

2 2

3 3

1 2 3 2 1

2 2

( )

( )

( )n n n n n n

a

a

a a x a

x x a x a

x x a x xa a

x x a x x a   





 

  

   

    

  

åí‰b·@òßbÇ 

]51[ ʧؔʱل   0n n
v


  Șاً وفॽʳȄرʙفة تʛ0مع 1v   1و 1

n
n

n

vv
v 


.  

ⓐ  أن Șقʴ0تnv   عيॽʰʢد الʙاً ؗان العǽأn.  
ⓑ  أن ʗʰأث  0n n

u


1الʺعʛفة Ǽالعلاقة  
n

n

u
v

 .ةॽابʶة حॽالʱʱم  

ⓒ  ارةॼɺ جʱʻʱاسnv  لالةʙبn .هاʱنهای ʙج ʦث  
Wא 
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....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................  

2017(دورة  ]52[ 1( أملʱ0 ن( )n nx  0و( )n ny  الʱفʛعʺʽ:Șوف ʧ 

0 3x  ،1
1 2
3n nx x    3  وn ny x .  

ⓐ أ ʗʰة أثॽالʱʱʺ0ن ال( )n ny  .ةॽسʙʻه  
ⓑ  ʖʶاحny  ʦثnx  لالةʙبn.  
ⓒ  ʖʶ0احn nS y y    0وn nS x x     لالةʙبn.  
ⓓ  ʧʽʱʽالʱʱʺال ʧة ؗل مǽج نهاʱʻʱ0اس( )n nS   0و( )n nS .  

Wא 
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)0 الʺʱʱالॽة ]53[ )n nu   ʛمع Ș0فة وف 3u   عيॽʰʡ دʙؗل ع ʙʻوع
n :1

2
1n

n

u
u 


.  ʧؔʱ0ول( )n nt   Șفة وفʛ1مع

2
n

n
n

ut
u





.  

ⓐ أن ʗʰة أثॽالʱʱʺ0 ال( )n nt  .هاʱنهای ʖʶة واحॽسʙʻة هॽالʱʱم  
ⓑ   جʱʻʱ0اس( )n nu   لالةʙبn .هاʱنهای ʖʶواح  

Wא 
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)1 الʺʱʱالॽةتأمل  ]54[ )n nu  ال Șفة وفʛ2ʺع

105nu n
 .   

ⓐ  0أثبت أن( )n nu   ً   .متزايدة تماما
ⓑ  ةॽالʱʱʺاً على الʴاً راجʛʸʻع ʙ1ج( )n nu .  
ⓒ .جد نهاية المتتالية ثم حدد الحد الأعلى  
ⓓ  ʧʽة راجح: بॽاد الآتʙالأع ȑ؟ 5 ،4.99999 ،6 ،0أ  

Wא 
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2021(دورة ]55[ 2( ʧؔʱ0ل( )n nu :2
01

52 ( 2) ,
2nnu u u    

ⓐ  ʗʰ2أث 3nu .  ʦثʗʰ0أن  أث( )n nu  متناقصة  
ⓑ .هاʱنهای ʙج ʦة؟ ثȃقارʱهل هي م  

Wא 
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]56[ 0( )n nu   :Șفة وفʛ0مع
3
2

u  2و
1 2 2n n nu u u   .  

ⓐ  ʗʰ1أن  أث 2nu   ʧȞǽ ًاǽأn .  
ⓑ ʗʰأن  أث   1 2 1n n n nu u u u      ʧȞǽ ًاǽأn .  
ⓒ ة  استنتجॽالʱʱʺ0أن ال( )n nu  ʻʱة.مʸاق  
ⓓ ة؟ȃقارʱها. أهي مʱد نهایʙوح  

Wא 
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2017(دورة   ]57[ 2( ةॽالʱʱʺ0 ال( )n nu  : 
1nu n n  .  

ⓐ ʗʰة أن أثॽالʱʱʺ0 ال( )n nt  ةॽالʱʱة. مʸاقʻʱم  
ⓑ ʗʰ0أن  أث 1nu  جʱʻʱاس ʦ0، ث( )n nu  ةȃقارʱها مʱنهای ʙوج.  

Wא 
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....................................................................................
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]58[ 0( )n nu  :Șفة وفʛّ0مع 1 1 11, 4, 5 6n n nu u u u u     
ʧؔʱ0 ل( )n nv   ةॽالʱʱʺ1ال 2n n nv u u  .  
a(  َّأن ʗʰ0أث( )n nv  ةॽسʙʻة هॽالʱʱم.   

b(  ʧع ʛّْhعnv  لالةʙبn . 
Wא 
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]59[  ʧؔʱ0ل( )n nu  :فةʛّ1 مع 02 3 , 1n nu u n u     

ⓐ.ةॽالʱʱʺاد الʛʡادرس ا 
ⓑ ّج أنȄرʙʱالǼ ʗʰ2أث nu n  ةǽج نهاʱʻʱاس ʦ0ث( )n nu . 
ⓒ ʖʶ1اح 2 3, ,u u u ʧʺخ ʦث .nu  لالةʙبn.ʥذل ʗʰواث  

Wא 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................  

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................  



@@                          الوحدة اལྌولى والرابعة (المتتاليات ونهايتها)                                                     –الجزء اལྌول  - الرياضيات 

92 

)1جʙ نهاǽة الʺʱʱالॽات  ]60[ )n nx  1و( )n ny  1و( )n nw  1و( )n nt :  
2 11, , ,

1 1
n n

n n n n n
n

x ynx y w x n t
n n w


    

 
  

Wא 
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]61[  ʧȞॽ1ل 1
2 1 2 1nx n n

 
 

0و  1n nS x x x    .

 ʧع ʛِْhّعnS  لالةʙبn ةॽالʱʱʺة الǽج نهاʱʻʱ0. واس( )n nS  
Wא 
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2019(دورة  ]62[ 1( ة لتكنॽالʱʱʺ1 ال( )n nu   :المعرّفة بالصيغة 

2 3 4

1 1 1 1 11
3 3 3 3 3n nu         

ⓐاطراد المتتالية.  ادرس  

ⓑ  أن ʗʰ1أث 1(3 )
2 3n nu    جوʱʻʱيهاجحاً علعنصراً را اس   

ⓒ.هل هي متقاربة؟ ثم جد نهايتها وحدها الأعلى  

Wא 
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]63[  ʧؔʱة:لॽالʱʱʺ2 ال 3 4

1 2 3 4
3 3 3 3 3n n

nu        

ⓐ  أن ʗʰ2أثnn   عيॽʰʢد الʙمهʺا ؗان العn.  
ⓑ  ةॽالʱʱʺاً على الʴاً راجʛʸʻع Șʰج مʺا سʱʻʱ1اس( )n nu .  
ⓒ ʗʰ0أن  أث( )n nu   ً   . أهي مʱقارȃة.متزايدة تماما

Wא 
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)1 الʺʱʱالॽة ]64[ )n nu  فةʛمع  ʙʻ1عn  :Șوف 

2 2 2 21 2 3n
n n n nu

n n n n n
    

   
  

ⓐ ʗʰأن  أث
2 2

2 2 1n
n nu

n n n
 

 
 ʧȞǽ ًاǽ1، أn .  

ⓑ  جʱʻʱةاسǽة الʺ نهاॽالʱʱ1( )n nu  .  
Wא 
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....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................  

 الʺʱʱالॽة ]65[  0n nu


  Șفة وفʛ0مع 2u   1و 2 3n nu u   
  .n عʙد ॽʰʡعي غʛʽ معʙوم  في حالة

ⓐ  ʖʶ1احu ،2u ،3u ،4u ،5u  ارةॼɺ ʧʺخ ʦثnu  لالةʙبn.  
ⓑ ʥʻʽʺʵة تʴص ʗʰأث.  

Wא 
....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................  
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....................................................................................
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.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

................................................................................... 

................................................................................... 

................................................................................... 

................................................................................... 

...................................................................................  

א 
o  عǼاʱال Ȍخ ʦسʛنf  فʸʻʺال Ȍوخy x. 
o  ل الʺعادلةʴǼ هʺاʻʽع بʡقاʱة الʢنق ʙجʨن( )f x x.  
o  ʧʽʽ0نعu ا Șجع وفʛع ونǼاʱال Șوف ʛʱؔن ʦف.ثʸʻʺل  
)0مʲل هʙʻسॽاً الʙʴود الأولى مʧ الʺʱʱالॽة  ]66[ )n nu  جهة ʧʺخ ʦث ،

  ونهایʱها الʺʱʴʺلة.إذا ؗانʗ مʛʢدة  اʛʡدها

0 2u  ⓐ  1و
1 3
2n nu u  .  

0 1u  ⓑ  1و
1
2n nu u  .  

0 1u  ⓒ  1و 2n nu u  .  
Wא 
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....................................................................................
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....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................
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.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

....................................................................................  
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.................................................................................... 
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.................................................................................... 

....................................................................................  

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

....................................................................................  

  

2020(دورة   ]67[ 1(  ةॽالʱʱʺ0 ال( )n nu   Șفة وفʛمع 

0 2u  1 و
2

2
n

n
n

uu
u  .  

ⓐ  ʧȞॽ1ل ( )n nu f u  اتʛʽادرس تغ ،f ف علʛ0[ى الʺع, [.   
ⓑ  : ج أنȄرʙʱالǼ ʧهʛ12ب n nu u   دʙمهʺا ؗان العn.  
ⓒ  ةॽالʱʱʺج أن الʱʻʱ0اس( )n nu  .هاʱنهای ʖʶة واحȃقارʱم  

Wא 
....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................  

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................  

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................  

]68[   0( )n nu  فةʛمع  Ș0وف
1
2

u  2و
1

1 2
3n n nu u u   .  

ⓐ  ʜمʛالǼ ʜمʛنf  ف علىʛع الʺعǼاʱإلى ال  Șوف
21( ) 2

3
f x x x  . .ولاً بهاʙج ʦʤات ونʛʽادرس تغ    

ⓑ  ىʺʱأنه إذا ان ʗʰأثx  ى [0,3]إلىʺʱان ( )f x  [0,3]إلى.  
ⓒ :ج أنʱʻʱد  اسʙراجحٌ على 3الع ʛٌʸʻة  عॽالʱʱʺ0ال( )n nu .  أن و

)0الʺʱʱالॽة  )n nu  .ةʙایʜʱم  
ⓓ  ةॽالʱʱʺج أن الʱʻʱ0اس( )n nu   ة وȃقارʱمʖʶها احʱنهای.  

Wא 
....................................................................................

....................................................................................
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....................................................................................

....................................................................................  

....................................................................................
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....................................................................................
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....................................................................................  

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

........................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

................................................................................... 

................................................................................... 

................................................................................... 

................................................................................... 

................................................................................... 

...................................................................................  

]69[   ȋقاʻعة الʨʺʳهي م( , )x yM  اتها الʺعادلةॽاثʙإح Șقʴي تʱال
 5 1x y ʧȞॽل .f ʢل نقȞǼ نʛقǽ ȑʚع الǼاʱة ال( , )x yM  ʧم
 ȑʨʱʶʺال  ةʢقʻال  (6 10 , )M x y x y ȑأ ،( ) Mf M  .

 ʧؔʱ(1,0)0لS ، و ȋقاʻة الॽالʱʱ0م( )n nS   :Șفة وفʛالʺع

1 ( )n nf SS  .  َّأن ʗʰأثnS  عةʨʺʳʺال ʧة مʢنق . 
Wא 
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.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 
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...................................................................................  
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  قاقʱاش ʙʻعsin  أوcos  ةȄاوʜالى ال ʅॽʹأن ن ʧȞʺǽ
2
  :ȑأ

              
   

sin sin , cos cos
2 2

x x x x.  

]70[  ʧȞॽلf  ف علىʛع الʺعǼاʱال ʨه  Șوف  sin3f x x 
ⓐ  ةॽالʱʱʺقات الʱʷʺال ʙعأوجǼاʱلل f   .ةʲالʲة الॼتʛʺى الʱح  
ⓑ  اً ؗانǽأنه أ ʗʰأث*n ، فإن    3 sin 3

2
n nf x n x   

 
@@

Wא 
....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................  
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....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................  

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................  

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................  

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................  

]71[ ʧȞॽل f  ف علىʛع الʺعǼاʱ{1}\ال  Ș1وف( )
1

f x
x




  .

)Ǽالॽʸغة  nعʙʻئǽ ʚعʢى الʺȘʱʷ مʧ الʺʛتॼة  )
1

!( )
(1 )

n
n

nf x
x 


. 

Wא 
....................................................................................

....................................................................................
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.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................
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.................................................................................... 
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åí‰b·@òÛìÜª@òßbÇ 

]72[ ʧȞॽ1لn   1و 1 11
2 3nu n

     و 

2n n nv u u  . ةॽالʱʱʺأنَّ ال ʗʰأث nv ةʙایʜʱتʺاماً  م. 
Wا  אʻیʙ1ل 1 11

2 3nu n
      

2و
1 1 1 1 11
2 3 1 2nu n n n

      


   

 ʖʱؔنnv 1وnv      ʙʳن  
1 1 1 1

1 2 3 2nv n n n n
    

  
  

1
1 1 1 1 1

2 3 2 2 1 2 2nv n n n n n      
   

  

  Ǽالʛʢح 

         
1

1 1 1
2 1 2 2 1

1 1 1 0
2 1 2 2 (2 1)(2 2)

n nv v
n n n

n n n n

    
  

   
   

  

]73[  ʧȞॽل  ٌدʙقيعॽʁح  ʧ20م,    . ة وॽالʱʱʺ0ال( )n nu  Șفة وفʛمع  
0 2cosu   1و 2n nu u   في حالة n .  

  ʖʶ1احu 2وu.  
  رʙʱالǼ ʗʰأثȄ َّ2ج، أنcos

2n nu    
 

.  

Wא   اʻ20  ه,       

2
1

2 2

42 2

2(1 cos2(1 cos

4cos ( 4cos (
2cos2cos 2cos

)) 2

/2) /4)

uu

 




 

  

 

 

  

1 1( ) 2cos , ( 1) 2cos
2 2n nn nE n u E n u 

       .  

)لʻفʛʱض أن  مʴققة. E(0)إن  )E n   ʗʰʲʻققة  ولʴم( 1)E n  ʚئʙʻع  
2

1 1

/22 2 2cos( /2 ) 4cos 2cos
2 2

n
n

n n nu u        

)ومʻه   الʵاصة  1)E n   ًاʹǽة أʴॽʴاصة  صʵة الʴه صʻوم( )E n.  
]74[  ʧȞॽ1ل

( 1)nu n n



1n في حالة  . ʧȞॽول  

1 2 3
1

n

n n k
k

S u u u u u


       ʙج nS  لالةʙبn.  

Wא  ʙجʨودنʙʴة الأولى الʱʶال  
1 2 3 4 5 6
1 2 3 4 5 6
2 3 4 5 6 7nS

n
  

نلاحȎ أن 
1n

nS
n




لعلاقة  ولʗʰʲʻ صʴة ا 
1n

nS
n




    

1
1

1 2

( ) { : 1}
( 1) { }

n
n n

n
n n

E n S n
E n S




 

  

  
  

1مʴققة حE  ʘʽ(1)الʵاصة 
1 1

1 2 1 1
S  

 
. 

)نفʛض صʴة العلاقة  )E n  ة العلاقةʴص ʗʰʲون( 1)E n   

1 1

2 2

1
1 ( 1)( 2)

2 1 ( 1) 1
( 1)( 2) ( 1)( 2) 2

n n n
nS S u
n n n

n n n n
n n n n n

    
  

   
  

    

  

)ومʻه  1)E n   .ققةʴهمʻوم 
1n

nS
n




  ʗاً ؗانǽ1أn .  

n ،1لʧȞॽ عʙʻ ؗل عʙد ॽʰʡعي  ]75[
(2 1)(2 1)nu n n


 

.  

ʴǽققان  bو ʧʽa أوجʙ عʙدیʧ حॽʁقَّ̔  ①
2 1 2 1n
a bu
n n

 
 

.  

② ʧȞॽعي  في حالة ،لॽʰʡ دʙعn،0 1n nS u u u   .  ʛِْhّع
 ʧعnS  لالةʙبn  جوʱʻʱة  اسॽالʱʱʺة الǽ0نها( )n nS  .  

Wא   ① 
1 1
2 21

(2 1)(2 1) 2 1 2 1nu n n n n
  

   
.  

0 1 2 1

1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2

1 1 1 1
2 2 2 2

1 1 1 3 3 5

2 3 2 1 2 1 2 1
1 1
2 4 2

n n nS u u u u u

n n n n

n

        

                     
   

               

  


②

  

1  ومʻه 1 2 3
2 4 2 4 2n

nS
n n


    

 
1limومʻه   

2nn
S


 .  

)ʧؔʱ0 الʺʱʱالʧʽʱʽ ل ]76[ )n nt  0و( )n ns  ًاॽʳȄرʙت ʧʽʱفʛالʺع ،:Șوف  
 0 1t   0و 12s .  
 1

2
3

n n
n

t st 


  1و

3
4

n n
n

t ss 


.  

ⓐ  ةॽالʱʱʺأن ال ʗʰأثn n nh s t   .ةॽسʙʻهʖʶها. واحʱنهای  
ⓑ  ʧʽʱʽالʱʱʺأن ال ʗʰ0أث( )n nt  0و( )n ns  .اورتانʳʱم  
ⓒ  ةॽالʱʱʺأن ال ʗʰ0أث( )n nu   Șفة وفʛ3الʺع 8n n nu t s  .ةʱثاب  
ⓓ  ʧة ؗل مǽنها ʙج ʧʽʱʽالʱʱʺ0 ال( )n nt  0و( )n ns ؟  

Wא ⓐ 1 1 1
3 9 4 8

12 12
n n n n

n n n
t s t sh s t  

 
     

  1
1

1 1 1
12 12 12

n
n n n n

n

hh s t h
h


       

0( )n nh  ةॽالʱʱة مॽسʙʻ1، أساسها ه
12

q  .0 0 0 11h s t    

111
12

n

nh
   
 

 ʧؔ11ول 1
12

    هʻومlim 0nn
h


  

Ȏ0 ونلاحn ns t  ʧȞǽ ًاǽأ ،n.  
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ⓑ   1
2 3 2 0

3 3 3
n n n

n n n n
t s tt t s t


       

)0الʺʱʱالॽة  )n nt   ًة تʺاماʙایʜʱم  
 1

3 4 1 0
4 4 4

n n n
n n n n

t s ss s s t


        

)0الʺʱʱالॽة  )n ns   ًة تʺاماʸاقʻʱوم . lim lim 0n n nn n
s t h

 
    

)0الʺʱʱالʧʽʱʽ  ومʻه )n nt  0و( )n ns   اورتانʳʱان و مʱȃقارʱمʧم .  
ⓒ  1 1 13 8 3 8 0n n n n n nu u t s t s         
)0الʺʱʱالॽة ف )n nu   ة، نʹعʱابʲها الʱʺॽʀ ادʳǽة. ولإʱثاب  

0 0 03 8 3(1) 8(12) 99nu u t s       
ⓓ  اتॽالʱʱʺ0ال( )n nt  0و( )n ns  0و( )n nu   ،ةȃقارʱهمʻوم  

99 lim 3 lim 8 lim 3 8n n nn n n
u t s

  
       

)0فالʺʱʱالʱʽان ، 9ومʻه  )n nt  0و( )n ns   انʱȃقارʱمʧد مʙ9 الع .  
)0 الʺʱʱالॽة ]77[ )n nu   فةʛمع  Ș1وفnu n n  .  

ⓐ  أن ʗʰ1أث
1nu n n


 

)0ثʦ اسʱʻʱج أن   )n nu  .ةȃقارʱم  

ⓑ  أن ʗʰ0أث 1nu  ʧȞǽ ًاǽأ ،n.  
ⓒ  أنه إذا ؗان ʗʰ410أثn  20، ؗان 10nu

 .  
ⓓ  أنه إذا ؗان ʗʰ810أثn ،  40ؗان 10nu

   .  
ⓔ  ارʱʵن ʅॽؗn  ل علىʸʴ810ؗي نnu

؟  
ⓕ ʧȞॽ0ل 1 2 1n nv u u u u      جʱʻʱاس nv  لالةʙبn.  
ⓖ جʱʻʱ1 اس 1 11

1 2 2 3 1n n
   

   
 .  

ⓗ  جʱʻʱة اسǽة نهاॽالʱʱʺ1ال( )n nv .  
Wא ⓐ بʛʹن ʙʳʻف ȘافʛʺالǼ  

   1 1
1

1
1 1

1 1

n

n n n n
u n n

n n
n n
n n n n

   
   

 
 

 
   

  

1lim lim 0
1nn n

u
n n 

 
 

  

ⓑ  اʻیʙ0لn    اليʱالȃ1و 0 1 0 1n n       
 ȑ10أ 1

1n n
 

 
  

ⓒ  410إذا ؗانn   4فإن 21 10 10n n n     
ʧ2 وم

1 10
101n n

 
 

  ȑ2أ

10
10nu    

 ȑ20أ 10nu
   
ⓓ  810إذا ؗانn   8فإن 41 10 10n n n     
ʧ4 وم

1 10
101n n

 
 

  ȑ4أ

10
10nu    

 ȑ40أ 10nu
   
ⓔارʱʵأن ن ʧȞʺǽ Șʰا سʺǼ عانةʱالاسǼ1610n   نʨȞॽɾ

16 81 10 10n n n       
ʧ8 وم

1 10
101n n

 
 

  ȑ8أ

10
10nu    

 ȑ80أ 10nu
   
ⓕ  Ȏ0      أن نلاح 1 2 2 1n n nv u u u u u           

1 0 2 1 3 2

1 2 1n n n n n

      

          
   

ⓖ 
0 1 2 2 1

1 1 11
1 2 2 3 1

n n

n n
u u u u u n 

   
   

         


  

ⓗ lim
n nv

 .  
)0نʱأمّل مʱʱالॽة  ]78[ )n nu  جȄرʙʱالǼ فةʛّمع Șوف :

0 1 1 11, 4, 5 6 ( 1)n n nu u u u u n       
 ʧّ̔ع  ʧʽʽقॽʁح ʧدیʙعa وb  ققانʴǽ5a b   6وab .  
 ʧؔʱ0 ل( )n nv   ةॽالʱʱʺ1الn n nv u au  َّأن ʗʰ0. أث( )n nv  

  .bمʱʱالॽة هʙʻسॽة أساسُها 
 ʧؔʱ0 ل( )n nw   ةॽالʱʱʺ1الn n nw u bu  َّأن ʗʰ0. أث( )n nw  

  .a مʱʱالॽة هʙʻسॽة أساسُها
  ʧع ʛّْhعnv  وnw  لالةʙبn.  ʦُّارة ثॼɺ جʱʻʱاسnu  لالةʙبn.  

Wא   عهʺاʨʺʳدان مʙهʺا  5عȃʛاء ضʙا  3و 2هʺا  6وجʻʻȞʺǽ
 ʚه   أن نأخʻ2ومa  3وb  .  

  عʹʻ1ل 2n n nv u u  ʚئʙʻا عʻیʙن لʨȞǽ  

 

2 11 1 1

11

2 5 6 2

3 23 6 3 3

n nn n n n

n n n

n nn n n

n n n

u uv u u u
v v v

u uu u v
v v v

   



  
 


   

  

1أو  3n nv v   ةॽالʱʱʺ0فال( )n nv   ة أساسهاॽسʙʻة هॽالʱʱ3م.  
  عʹʻ1ل 3n n nw u u  ʚئʙʻا عʻیʙن لʨȞǽ  

 

2 11 1 1

11

3 5 6 3

2 32 6 2 2

n nn n n n

n n n

n nn n n

n n n

u uw u u u
w w w

u uu u w
w w w

   



  
 


   

  

1أو  2n nw w   ةॽالʱʱʺ0فال( )n nw   ة أساسهاॽسʙʻة هॽالʱʱ2م.  
 ʻʱʶه   أن نʻج ومʱ03 2 3n n

nv v   02و 2n n
nw w  .  

1أو  2 2 3nn nu u    1و 3 2nn nu u  .  
2وʛʢȃح الأخʛʽة مʧ الأولى نʱʻʱʶج  3 2n n

nu     ʗاً ؗانǽأn.  
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)0 الʺʱʱالॽة ]79[ )n nu   Șفة وفʛ0مع 3u   1و 4n nu u     في
ॼɺ ʧْارة  1u ،2u ،3u ،4u ،5uاحn.  ʖʶعʙد ॽʰʡعي  حالة ِّ̋ وخ
nu  لالةʙبn  دʙح َّʦثnu  لالةʙبn. 

Wא ʦʤʻاد نʙالأعǼ ولʙ1 جu ،2u ،3u ،4u ،5u   
0 1 2 3 4 5
3 1 3 1 3 1n

n
u

  

ʻع Ȏنلاح :ʧʽʺʵʱة الॽالʱʱʺود الʙاب حʶح ʙ  0n n
u


نʹʛب في ؗل  

  ف1 ʙʳʻلʚلʥ نʦʤʻ جʙولاً ʦʹǽ الʙʴود وقȐʨ العʙد  1مʛة Ǽالعʙد 
0 1 2 3 4 5
3 1 3 1 3 1

( 1) 1 1 1 1 1 1
n
n

n
u

   
  

 Ȏنلاح( 1) 2n
nu    ʖʱȞǽ هʻوم nu  غةॽʸالǼ2 ( 1)nnu    ،  

)نʛʰهʧ الʵاصة  :الأثॼات ) 2 ( 1)nnE n u     ʘʽ0حn  
1و

1( 1) 2 ( 1)nnE n u 
      

  اصةʵ(0)الE  ّة لأنʴॽʴ0ص
0(0) 2 ( 1) 3E u    .  

 اصʵة الʴض صʛʱفʻة ل( )E n  ʗʰʲʻول .( 1)E n  ʚئʙʻع 
1

1 4 2 ( 1) 4 2 ( 1) 2 ( 1)n n n
n nu u 
                

)فالʵاصة  1)E n   اصةʵة، والʴॽʴص( )E n ةʴॽʴص  
)0الʺʱʱالॽة  نʱأمّل ]80[ )n nu   فةʛاً الʺعॽʳȄرʙت Ș0وف 7u   و

1 10 18n nu u    عيॽʰʡ دʙؗل ع ʙʻعn.  ʖʶ1احu ،2u ،
3u ،4u ،5u... ا ʦحثʛʱق nu  لالةʙبn.ʥاحʛʱة اقʴص ʗʰأث ʦُث . 

Wود אʙʴالǼ ولʙج ʦʤʻ1 نu ،2u ،3u ،4u ،5u...  
0 1 2 3 4 5
7 52 502 5002 50002 500002n

n
u

  

الʧʽʺʵʱ: نلاحȎ عʙʻ حʶاب حʙود الʺʱʱالॽة   0n n
u


نʹʛب في ؗل  

  فʙʳʻ 10لʚلʥ نʦʤʻ جʙولاً ʦʹǽ الʙʴود وقȐʨ العʙد  10مʛة Ǽالعʙد 
0 1 2 3 4 5
7 52 502 5002 50002 500002

(10) 1 10 100 1000 10000 100000
n
n

n
u  

 Ȏ(10)5نلاح 2n
nu   ȑ2 أ 5(10)nnu   ،  

)نʛʰهʧ الʵاصة  ) 5 10 2n
nE n u     ʘʽ0حn  

1و
1( 1) 5 10 2n

nE n u 
      

  اصةʵ(0)الE  ّة لأنʴॽʴ5ص 2 7 .  
  اصةʵة الʴض صʛʱفʻل( )E n  ʗʰʲʻول .( 1)E n  ʚئʙʻع 
1

1 10 18 10(5 10 2) 18 5 10 2n n
n nu u 
           

)فالʵاصة  1)E n   اصةʵة، والʴॽʴص( )E n  ةʴॽʴص 
10العʙدَ  ǽ9قʦُʶ العʙدُ « نʛمʜ إلى القʹॽة     ]81[ 1n  «

ʜمʛالǼ( )E n ،في حالة n  .  

 أنّ أ ʗʰث ʗه إذا ؗان( )E n  دʙةٍ للعʺॽʀ ʙʻة عʴॽʴصn ʗؗان ،
 ʚئʙʻع( 1)E n  .ةʴॽʴص  
  نʨؔة أتॽʹالق( )E n  ة علىʴॽʴص ْر ِّʛ؟ بʥʱإجاب   

Wא  ضʛʱفʻل ( )E n  عيॽʰʡ دʙع ʙجʨی ȑة أʴॽʴصk  ʘʽʴǼ
10 1 9n k  ʚئʙʻع 

110 1 10 10 1 10(9 1) 1 9(10 1)n n k k           
110 1n  د  مʹاعفʙاصة  9للعʵوال( 1)E n  .ةʴॽʴاً صʹǽأ  
 ( )E n  ʛʽة غʴॽʴ(0)0لأنّ ص 10 1 2E     .ةʴॽʴص ʛʽغ

  .9فهʨ لʝॽ مʧ مʹاعفات 
]82[ ʜمʛن  ʜمʛالǼ( )E n  ةॽʹ23« إلى الق ( 2)n n .«  

 اǽن القʹاʨؔ(0) أَتE (1)وE (3)وE (4)وE ة؟ʴॽʴص   
 ʗʰة  أثॽʹأنَّ الق( )E n  عيॽʰʡ دʙؗل ع ʙʻة عʴॽʴ3صn .  

Wא  عʹʻاردة في  لʨة الʴاجʛʱʺفي الʛʡ ولʙفي ج ʦॽʁال( )E n   
23 ( 2)

1 3 9
2 9 16
3 27 25
4 81 36

nn n 





  

3nومʻه      هʙʻن عʨؔعي تॽʰʡ دʙأول ع ʨه( )E n .ققةʴم  
2 1 2( ) 3 ( 2) ( »1) 3 (», )« « 3n nE n n E n n        
)صʴॽʴة. لʻفʛʱض ومʻه   أن  E(3)أن  )E n  دʙة للعʺॽʀ ʙʻة عʴॽʴص
3n   ʗʰʲʻول .( 1)E n  ʙʻعʚئ  

1

2

2

3 3 3
( 2)

(
3

3)

n n

n
n

 



 





  

2لأنّ  2 23( 2) ( 3) 2 6 3 0n n n n        
)ومʻه 1)E n  ȑة. أʴॽʴص( )E n ةʴॽʴص ʘʽ3 حn . 

1 ادرس اʛʡاد الʺʱʱالॽة الʺعʛفة Ǽالعلاقة ]83[ n

nu n
   
 

  

Wا אʻیʙل  11
nn

n nu
n n

    
 

ونعلʦ أن   1 n  ةȃاوʻʱة مॽالʱʱم

  تॼقى غʛʽ مʛʢدة. nnغʛʽ مʛʢدة وعʙʻ قʱʺʶها على 
)1 الʺʱʱالॽة ]84[ )n nu  Șفة وفʛ1 مع

nu n



.   

ⓐ ʖʶود ال احʙʴةالʱʶ .هاʻالأولى م  

ⓑ ت ʧقॽ 10أن nu n
   ةǽج نهاʱʻʱاس ʦ1ث( )n nu .  

W  ⓐא

1 2 3 4 5 6

1 1 1 1 1
1

2 6 24 120 720n

n

u
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ⓑ  اضحʨال ʧم! ( 1) 2 1n n n n³ - ⋅ ³  2في حالةn ³ .

1وهʚا ǽقʱʹي أن ʨȞǽن  1
0

!nu n n
< = 1nفي حالة   £ ³ .

1ولأنّ 
lim 0
n n¥

lim ومʻه = 0nn
u

¥
  مʛʰهʻة الإحاʡة مʲلاً. ومʻه =

]85[ 1( )n nu   ʛمع Șفة وف 10 1 nn
nu  .  ،ودهاʙع حॽʺأن ج ʗʰأث

 ʙʴال ʧءاً مʙ31بu Șقʴ2، تnnu  ةǽج نهاʱʻʱ1. اس( )n nu .  

W31في حالة  אn ʨȞǽ31ن  ³
1 1 2.1 2

10 10
n

- ³ - = > ،

 ʧوم ʦّّ2ثnnu lim. ومʻه < nn
u

¥
= لأنّ  ¥+

lim 2n
n¥

= +¥  

)1 الʺʱʱالॽة ]86[ )n nu  فةʛعي  معॽʰʡ دʙؗل ع ʙʻ1عn  :Șوف  

2 2 2

1 1 1

1 2
nu

n n n n
   

  
  

ⓐ ʗʰنَّ أ أث
2 2 1

n
n nu
n n n

 
 

 ʧȞǽ ًاǽّ1، أn .  

ⓑ  ةॽالʱʱʺج تقارب الʱʻʱ1اس( )n nu ها؟ʱما نهای .  
 Wא ⓐ nu  عʨʺʳمn  هاʛاً أصغʙح

2

1

n n
وأكʛʰها  

2

1

1n 
   

2 2

1 1

1
nn u n

n n n
   

 
  

ⓑ 
2

1lim
n

n
n n




و 
2

1li
1

m
n

n
n




  

1limمʧ مʛʰهʻة الإحاʡة و 
n nu

.  
)1مʧ  جʙ نهاǽة ؗلٍّ  ]87[ )n nx  1و( )n ny  1و( )n nw  1و( )n nt   فةʛّالʺع

:Ș1 وف, , ,
1

n
n n n n n n

n

ynx y x n w x t
n wn

    


  

Wא lim 0nn
x


 وlim 1nn

y


 وlim 0nn
w


 1وlim

n
nw
  

limو nn
t


 .  

  ف ]88[
)1الʺʱʱالʧʽʱʽ  بʧّ̔ أنّ  ]89[ )n nx  1و( )n ny  اورتانʳʱم ʧʽʱʽالآت  

1 1 1 2 1
1 2nx n

n
         و

1 1 1 2
1 2ny n

n
      

 Wא 

1

22 1 2
1

1 2 1 2
1

1 2 1 0
1 1 1( 1 )

n n

n n

y x n n
n n

y y n n
n

n n
n n n n n n



    
 

    


 
   

     

  

1
1 2 1 2

1 2 1 0
1 ( 1)

n nx x n n
n

n n
n n n n n n

    

 
  

  




   

)1ومʻه )n ny  ة وʸاقʻʱ1م( )n nx   ة وʙایʜʱ0مl m )i ( nn ny x


  
  فالʺʱʱالʱʽان مʳʱاورتان.

]90[  0( )n nu   Șفة وفʛ0مع 6u  1و 4 3n nu u    و Ȍʵال
C  عǼاʱللf ف علىʛ4 الʺع

3 ,     Șوف( ) 4 3f x x  .
ʦॽʁʱʶʺوال d ȑʚال 
yالʺعادلة  x.  

ⓐ اʙما إحʽثʱ ةʢا نق
 Ȍʵع الʡتقاC 

 ʦॽʁʱʶʺوالd؟  
ⓑ  أن ʗʰة أثॽالʱʱʺال

  مʻʱاقʸة ومʙʴودة مʧ الأدنى 
ⓔ  ةॽالʱʱʺج أن الʱʻʱ0اس( )n nu  ʱنهای ʙة وأوجȃقارʱها.م  

Wא ⓐ  ʧمʦسʛال  ʙʳ(4,4)ن.  
ⓑ  عʹʻ1ل( ) 4 n nuE un  .  
  ʧضمʛ0 الف 6u  1و (6) 22 [4,6]u f    لأن

16 22 36  اصةʵ(0).  فالE .ةʴॽʴص 
 ضʛʱفʻاصة  لʵة الʴص( )E n  ȑ14أ n nu u  . 

)1    مʜʱایʙاً أن fنʱʻʱʶج مʨؗ ʧن الʱاǼع  ((4) ) )n nf f u f u   
2أو  14 n nu u    اصةʵفال( 1)E n   .ةʴॽʴص  
ⓔ  دʙالعǼ الأدنى ʧودة مʙʴة ومʸاقʻʱة مॽالʱʱʺج أن الʱʻʱʶفهي 4ن .

 ʧة مȃقارʱد مʙالع  حل الʺعادلة ʨه ȑʚال( )f x x   
4lim. أ4 ȑومʻه 

n nu
. ʘʽع  حǼاʱالf ʛʺʱʶم ʙʻ4ع  

]91[  ʧدیʙى عʢنُعa وb  ّض أنʛʱ1ونفa .  أمّلʱ0ن( )n nv   يʱال
  Șقʴ1تn nv av b  اً ؗانǽعي  ، أॽʰʢد الʙالعn .  
  ًعاǼتا ʧّ̔عf  Șقʴǽ1 ( )n nv f v   ةʺॽʀ ʗاً ؗانǽ0أn .  
 ʖʶاح   حلّ الʺعادلة( )f x x.  
 فʛّ0 نع( )n nu   ʘʽحn nu v   ّأن ʗʰ0. أث( )n nu   ةॽالʱʱم

  .nv. ثʦُّ اسʱʻʱج 0vو bو aو nبʙلالة   nuهʙʻسॽة، واسʱʻʱج 
Wא    عǼاʱالf  ʨه( )x f x ax b     
  حل الʺعادلة( )f x x= ʨهx ax b    

1)تؔافئ:  )x a b   :هʻوم
1
bx
a




 ʙʽه حل وحʻوم 
1
b
a




  

 اʻیʙلn nu v   ʥلʚ1 ل 1n n nu v av b        

O

2

d
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1 1 (1 )n n n n

n n n n

n n

n n

u v av b av a
u u u v
av a av a a

v v

       
  


   

  
 

   


   
 

  

1nوȃالʱالي: 

n

u a
u

  ʗه    ثابʻومnu  ة أساسهاॽسʙʻة هॽالʱʱمq a  

0 0 0( ) ( )
1

n n n
n

bu u q v a v a
a

    


  

0( )
1 1

n n n n

n
n

u v v u
b bv v a
a a

     

  
 

 
  

1n عʙد ॽʰʡعيȑ حالة  ]92[  ،1 1 11
2 3nu n

    .  

① ʰأثʗ  ةॽالʱʱʺ1أنَّ ال( )n nu  .ةʙایʜʱم  
② ʖʱ2 اكn nu u  َّج أنʱʻʱ2واس

1
2n nu u .  

③ ʗʰأنَّ  أث
2 2n

nu  عيॽʰʢد الʙالع ʧȞǽ ًاǽّأ ،n .ومʙالʺع ʛʽغ  

)1هل للʺʱʱالॽة  ④ )n nu  ة؟ॽʁॽʁة حǽنها  
W1 ① א

1 1 1 1 11
2 3 1 1n nu u

n n n        
 

 

)1الʺʱʱالॽة   وȃالʱالي )n nu  .ةʙایʜʱم  

2
1 1 1 1 11
2 3 1 2
1 1 11
2 3

1 1 1
1 2 2

1 1 1 1 1
2 2

n nu u
n n n

n

n n n

n
n n n n n n n

           
      
 

   
 

      
  

 







②

  

③  ʧؔʱل( )E n  اصةʵال
2 2n

nu   1في حالةn  اصةʵ(1). الE 

12صʴॽʴة لان 

1 11
2 2

u  . 

)لʻفʛض صʴة الʵاصة  )E n اصةʵال ʗʰʲون .( 1)E n   .ةʴॽʴص  
1 12

1

1

1 1 1 1 11
2 3 2 2 1 2

1 1 1
2 2 1 2 2 2

1 1 1
2 2 2 2 2 2 2

2 1 1
2 2 2 2 2

n n n n

n n n

n n n n n n

n

n

u

n

n

n n n

 





       


    
 

    
  


    

 





  

)فالʵاصة  1)E n   هʻة. ومʴॽʴص
2 2n

nu   

④ 
2

lim lim
2 n

x x

n u
 

    ةॽالʱʱʺلل ʝॽ1. فل( )n nu  .ةǽنها  

   

)0نʱأمّل  ]93[ )n nu  Ș0 وفu a   2و
1

1
2n nu u n n     

ʧّ̔ود  عʙح ʛʽʲؗ ةॽانʲرجة الʙال ʧمP Șّقʴُة  تॽالʱʱʺ0ال( )n nt   يʱال
( )nt P n  ȑة أॽʳȄرʙʱ2العلاقة ال

1
1
2n nt t n n      

 ʗʰ0أنَّ  أث( )n nv  ʘʽح n n nv u t   ة.هيॽسʙʻة هॽالʱʱم  
  ارةॼɺ ʖʱاكnv  َّʦثnu  لالةʙبn  وa.  

Wא    ةॽانʲرجة الʙال ʧود مʙح ʛʽʲؗ ʧع ʘʴॼنP . هॼʱؔʻل
)Ǽ2الॽʸغة  )P n an bn c  .  الʲالأم ʧʽʽعʱلa وb وc  اʻیʙل
)الʺʱʱالॽة  )nt P n=  العلاقة Șقʴ2ت

1 )
2

(1
n nt t n n    .

ʠȄʨعʱ2ب( )nt P n an bn c    
و   2

1 ( 1) 1 1nt P n a n b n c         في( ):  
   2 2 2

2 2 2

11 1 ( )
2

12 ( )
2

a n b n c an bn c n n

n a na a nb b c an bn c n n

        

         
  

2 2 2

2 2 2

2

1 1 12
2 2 2
1 1 12 0
2 2 2

1 1 1( 1) (2 1) 0
2 2 2

n a na a nb b c an bn c n n

n a na a nb b c an bn c n n

a n a b n a b c

         

          

       

  

نʱʻʱʶج جʺلة  . لʚلnʥهʚه العلاقة صʴॽʴة أǽاً ؗان العʙد الॽʰʢعي 
1الʺعادلات 0 , 2 1 0, 0

2 2 2
a b ca a b         

)0فʨؔʱن الʺʱʱالॽة  )n nt   22هي 6 8nt n n     Șقʴي تʱوال( ).  
  اʻیʙا لʻ2ه 2

1 1
1 1,
2 2n n n nu u n n t t n n       

nو n nv u t   
 

1 1 1

1 1
12 2
2

n n n
n n n

n n n n

u t vv u t
v v v v

  


     

)0فالʺʱʱالॽة  )n nv   ة أساسهاॽسʙʻة هॽالʱʱ1م
2

0و  8v a   و

  1 88
2 2n n n

av a 
     

 8
2n n n

su t 
   هʻ2 وم( 8)2 2 6 8n

nu s n n    .  

]94[ 0 ʨع  هȃʛʺ0ال 0 0 0A B C D 
ع الʺ1 ȃʛ، 10الʨʡ ȑʚل ضلعه 

1 1 1 1A B C D  تقع رؤوسه على ȑʚال
0 ح0  ʘʽأضلاع  1 1A A  .

 1 فʽها ǼالȄʛʢقة الʱي رسʺʻا

      

1A0A

1B
0B

1C 0C

1D

0D
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 ʧلاقاً مʢ0ان ʦسʛ2، ن  ʧلاقاً مʢ1ان.  ل ضلعʨʡ إلى ʜمʛن
  .Ǽnالʛمn  ʜالʺȃʛع 

 ʧع ʛʰة عॽالʱʱʺ0ال( )n n  لالةʙبn ʧʽها وعʱنهای. 
Wة العلاقة   אʴص ʗʰʲ11ن n n    اضيȄʛاء الʛقʱالاسǼ  

1

2 1

1 0

( ) {1 }
( 1) {1 }
(0) {1 }

n n

n n

E n
E n
E



 

  

   

  

 
 
 

  

 (0) العلاقةE  ةʴॽʴص
لأنه مʧ الȞʷل الʺʳاور 

0الʹلع القائʺة  1B B  ʛاصغ
 ʛتʨال ʧ1م 1A B  ȑ11أ   تʺا ʛضلع أصغ ȑل أʨʡع وʨʺʳم ʧماً م

 ʥلʚل ʧʽȄʛالأخ ʧʽلي الʹلعʨʡ1 1 1 0 0 1A B A B B B   ȑأ

1 0 01 1      
 ضʛة العلاقة  نفʴص( )E n  ة العلاقةʴص ʗʰʲون( 1)E n   

)العلاقة  1)E n  ة لأنʴॽʴص  
ʹلع القائʺة مʧ الȞʷل الʺʳاور ال

1n nB B   ʛتʨال ʧم ʛاصغ

1 1n nA B   ȑ1أ 1n    ʧتʺاماً م ʛضلع أصغ ȑل أʨʡ ʥلʚ وؗ
ʥلʚل ʧʽȄʛالأخ ʧʽلي الʹلعʨʡ عʨʺʳم  

 1 1 1 1n n n n n nA B A B B B       
 ȑ1أ 1 1n n n        هʻ11وم n n    ةॽالʱʱʺة الʴॽʴص

0( )n n  دʙالعǼ الأدنى ʧودة مʙʴة ومʸاقʻʱ1م  ʧؔʱة. ولȃقارʱفهي م
  .نهایʱها العʙد

1الʺʲلʘ القائʦ وʖʶʴȃ مʛʰهʻة فʲʽاغʨرث في  1n n nA B B   نʨȞǽ
2

1 1 ( 1)nn     

)2نفʛʱض الʱاǼع  ) ( 1) 1f x x    ةॽالʱʱʺ0وال( )n n  فةʛالʺع
 ȋʛʷالǼ جȄرʙʱالǼ0 10   1والعلاقة ( )n nf  اʻیʙول .f  ʛʺʱʶم

1xعʙʻما    ةॽالʱʱʺ0وال( )n n  دʙن العʨȞǽ ةȃقارʱم  حل ʨه
)للʺعادلة  )f x xȑأ .  

2 2 2

2 2

( 1) 1 ( 1) 1

2 1 1 2 2 1

x x x x

x x x x x

      

         
  

1limومʻه  nn
.  

  

]95[ ʧȞॽل a وb دʙیع ʧ ققانʴǽ0a b   و ʧؔʱ0ل( )n nu   ةॽالʱʱم

 Șفة وفʛمع
n n

n n n

a bu
a b





 ادرس تقارب هʚه الʺʱʱالॽة.  .

Wא 

1

lim lim lim

li

(1 )
(1

m

)

1
1

n

n

n

n

n

n

n

n

n bn n
a

n n n n b
a

b
a

n

b

n n

a
n

aa bu
a b a  




 

 


 



  

]96[ ʧȞॽل a  وb دʙیع ُǽ ʧ ّقʴ 0قان a b .  أمّلʱʻولʱʽالʱʱʺالʽ ʧ

0( )n nx   0و( )n ny  الʱفʛعʺʽ Șوف ʧ0x a  0وy b  ؗل ʙʻوع

n:  1عʙد ॽʰʡعي 
2 n n

n
n n

x yx
x y 


1   و     2

n n
n

x yy 


 

ⓐ أن ʗʰأثn nx y ة وأنʱ0ثابnx  0وny   

ⓑ  ʧاد ؗل مʛʡ0ادرس ا( )n nx  0و( )n ny   

ⓒ  أن ʗʰ0أث 0

2n n n

y xy x 
   

ⓓ انʱʽالʱʱʺأن ال ʗʰ0أث( )n nx  0و( )n ny   انȃقارʱاورتان وهʺا تʳʱم
  جʙها. مʧ الʻهاǽة 

Wא ⓐ اʻیʙ1 ل 1
2

2
n n n n

n n n n
n n

x y x yx y x y
x y 


    


  

)0ومʻه الʺʱʱالॽة  )n n nx y   ȑاوʶǽ ها الأولʙة وحʱثابab   
0nx نلاحȎ أن   0وny   ʗاً ؗانǽأn.  اءʛقʱالاسǼ هاʱʰʲʻول

  الȄʛاضي

1 1

0 0

( ) { 0, 0}
( 1) { 0, 0}
(0) { 0, 0}

n n

n n

E n y x
E n y x
E y x

 

  
   

  
  

  (0)إنE  ة لأنʴॽʴ0ص 0x a  0و 0y b . 
 ضʛة العلاقة  نفʴص( )E n  ة العلاقةʴص ʗʰʲون( 1)E n   

 ʧكل مn nx y وn nx y  ʧؗل م ʥلʚ مʨجॼاً تʺاماً وؗ

1 2
n n

n
x yx 


 1و

2 n n
n

n n

x yy
x y 


 .  

)ومʻه الʵاصة  1)E n   نʨȞǽ هʻة. ومʴॽʴ0صnx  0وny   ًاǽأ
 ʗكانn.  
ⓑ ارʱʵ1نa   3وb  .  

)0نʧʺʵ أن  )n nx  ةʙایʜʱو  م 

0( )n ny  .ةʸاقʻʱم  

11
0 1
1

0A 1A 0B

1B

11

1n 

1n 

nA 1nA  nB

1nB 
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   

1

2

1

1 1

2 2

2 2
2

2
2

( ) 4 ( ) 0
2( ) 2( )

n n n n
n n n

n n n n n
n n n

n n n n

n
n n

n n

n n n n
n n

n n

n n n n n n

n n n n

x y x yy y y

x y x y xx x x
x y x y
x y x

x y
x y x yy x

x y
x y x y x y

x y x y





 

 
   


   

 

 



  


  
  

 

⑴

⑵

0nومʻه ʨȞǽن  ny x  ʧة  ⑴و ⑵. ومॽالʱʱʺن الʨؔ0ت( )n nx  
)0مʜʱایʙة والʺʱʱالॽة  )n ny   .ةʸاقʻʱم  

ⓒȑ1 أ 1n n n nx y yx    هʻوم .   

 1 1 1
1

2 2
n n

n n n n n n n
y xy x x y xyx  


       

0نʧʺʵ أن   0( )
2n n n

y xE n y x 
    اءʛقʱالاسǼ ʥذل ʗʰʲʻل 

02صʴॽʴة لأن  E(0)الʵاصة  1ضʛة العلاقة  . نفʴص( )E n 
)ونʗʰʲ صʴة العلاقة  1)E n   

  0 0 0 0
1 1 1

1 1
2 2 2 2n n n n n n

y x y xy x y x  

       
 

  

)فالʵاصة  1)E n   .ًاʹǽة أʴॽʴص  

ⓓ  هʻ0وم
2n n n

b ay x 
    ʧؔولlim 0

2nn

b a



  هʻوم

lim( ) 0n nn
y x


  انʱʽالʱʱʺ0. فال( )n nx  0و( )n ny  اورتانʳʱوهʺا  م

  .تʱقارȃان مʧ الʻهاǽة 
 ʧؔولn nx y ab  ةʺॽʀ ʗمهʺا ؗانn  ماʙʻعn  ةǽعى إلى اللانهاʶت

ʨȞǽ2ن  ab  دʙالع ʧؔول  Șقʴǽ لأنه ʖجʨم

0 0a x by   هʻوم .ab.  
]97[ 0( )n nu : ʙجʨد یʙ0ع  Șقʴǽ

 1
20
3n nu u    .  ةॽالʱʱʺأنَّ ال ʗʰ0أث( )n nu   ة إلىȃقارʱم

 .  
Wא  ʧؔʱل ( )E n  اصةʵال 2

03 ( )0 n
nu u   . 

Ǽ0nاخॽʱار    ضʛفي الف 1
2
30 n nu u      ج أنʱʻʱʶن

00 u    
الʺʛʱاجʴة  ومʧ ثʦ تʨؔن  2

030
0 ( )0 uu      هʻققة ومʴم

(0)E .ققةʴض أن  مʛʱنف( )E n  .ةʴॽʴص  

       12 2 2 2
1 0 03 3 3 30 ( ) ( )n n

n nu u u u

            
( 1)E n  هʻاً. ومʹǽة أʴॽʴص( )E n .ةʴॽʴص  
 ʧؔول 2

3lim 0n

n
  2لأن

31 1    ةʡة الإحاʻهʛʰم ʖʶوح

 lim 0nn
u


   ȑأlim nn

u


 .  

]98[  ʜمʛیx د إلىʙع  ʘʽقي حॽʁ0حn   

(2 1) )cos cos(3 ) cos(5 ) cos(n n xS x x x       

 : أثʗʰ أنَّ 1sin cos sin( ) sin( )
2

a b a b a b        

sin(2و     ) 2sin cosa a a   
 ل ِّʨع  حʨʺʳاء إلى مʙج ʧم ʧʽʱʽالآت ʧʽارتॼɻال

sin cos((2 1) )x n x       وsin cosnx nx  

 ʗʰأنَّ  أثsin( )cos( )
sinn
nxS nx
x

  ʧȞǽ ًاǽ1، أn  .  

Wא   اʻیʙل  
sin( ) sin cos cos sin
sin( ) sin cos cos sin

a b a b a b
a b a b a b
  
  

  

ʙʳع نʺʳالǼ  2sin cos sin( ) sin( )a b a b a b       

  ومʻه 1sin cos sin( ) sin( )
2

a b a b a b      

bنʱʵار  a العلاقة ا ʙʳة:نॽانʲل  
sin( ) sin cos cos sin

sin(2 ) 2sin cos
a a a a a a

a a a
  


  

  ضʛنف, (2 1)a x b n x    في العلاقة

 1sin cos sin( ) sin( )
2

a b a b a b     ʙʳن  

   

 

1sin cos (2 1) sin2( 1) sin( 2 )
2
1 sin2( 1) sin2
2

x n x n x nx

n x nx

     

  
  

 فيكون 2sin cos (2 1) sin2( 1) sin2x n x n x nx      

aوȃاخॽʱار  nx  في العلاقةsin(2 ) 2sin cosa a a  ʙʳن

sin2 2sin cosnx nx nx   
  ʜمʛʻل( )E n  اصةʵإلى ال

cos cos(3 ) cos(5 )
( ) sin( )cos((2 1) ) cos( )

sin

nS x x x
E n nxn x nx

x

  


   

 
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1 cos cos(3 ) cos(5 )
( 1) sin(( 1) )cos((2 1) ) cos(( 1) )

sin

nS x x x
E n n xn x n x

x

   
  

    

 
  

1مʴققة لأن  E(1)إن 
sincos cos
sin

xS x x
x

 . 

)ʛʱض أن لʻف )E n   ʗʰʲʻققة  ولʴم( 1)E n  ʚئʙʻع  
1 cos cos(3 ) cos(5 )

cos((2 1) ) cos((2 1) )
cos((2 1) )

sincos cos((2 1) )
sin

2cos sin cos((2 1) )
2sin

sin2 cos((2 1) )
2sin
sin2 2sin cos((2 1) )

2sin
sin2 sin2( 1

n

n

S x x x
n x n x

S n x
nxnx n x
x

nx nx n x
x

nx n x
x
nx x n x

x
nx n

   

   
  

   


  

  

 


 





) sin2
2sin

sin2( 1) 2cos( 1) sin( 1)
2sin 2sin

sin( 1)cos( 1)
sin

x nx
x

n x n x n x
x x

n xn x
x



   
 


  

  

)ومʻه  الʵاصة  1)E n   ةʴه صʻة. ومʴॽʴص( )E n   
]99[  ʨٍʱʶم ،ʝانʳʱم ʦعلʺǼ َّثʙʴم ،  ȋقاʻعة الʨʺʳهي م

( , )x yM  اتها الʺعادلةॽاثʙإح Șقʴي تʱ2ال 25 1x y  ʧȞॽل .f 
)الʱاǼع الǽ ȑʚقʛن ȞǼل نقʢة  , )x yM  ȑʨʱʶʺال ʧم  ةʢقʻال
(9 20 ,4 9 )M x y x y   ȑأ ،( ) Mf M  ʧؔʱ0. لS  ةʢقʻال

مʱʱالॽة الʻقا  ȋ، ثʦُّ لʱʻأمّل في الʺȑʨʱʶ (1,0)الʱي إحʙاثॽاتها 

0( )n nS   فةʛالʺع :Ș1وف ( )n nf SS   َّأن ʗʰأث .nS  ʧة مʢنق
 وأنّ إحʙاثॽاتها أعʙاد صʴॽʴة. الʺʨʺʳعة 

)Ǽ0الʙʱرȄج أن جʺॽع الʻقاȋ  لʗʰʲʻ  الʲل: )n nS   تقع علىH  اتॼ ʛؗوم
  ل مʻها أعʙاد صʴॽʴة.ك
  ةʢقʻال "nS  ي إلىʺʱʻتH  اʱʰ ʛؗومnS  "ةʴॽʴاد صʙأع( )E n  
  ةʢقʻ1" الnS  ʧمH  اʱʰ ʛؗ1ومnS  "ةʴॽʴاد صʙأع ( 1)E n   
  (0)إنE  ققة لأنʴ0م (1,0)S   ان وهʺاʴॽʴدان صʙاها عʱʰ ʛؗم

 .Hتʴققان معادلة 
)لʻفʛʱض أن  )E n  أن ȑققة أʴم( , )nS x y  ي إلىʺʱʻتH  اهاʱʰ ʛؗوم

x وy  .انʴॽʴدان صʙع  

9 20x x y   4و 9y x y    
  نعʨض في الʺعادلة نلاحȎ أن

2 2

2 2

2 2

5 1
(9 20 ) 5(4 9 ) 1

5 1

x y
x y x y

x y

  

   

 

  

)انʗʺʱ صʨرتها  Hإلى  Mإذا انʗʺʱ    ومʻه )M f M   إلىH.  
 ʧاً إذا ؗان ؗل مʹǽأx وy  ʧاً ؗان ؗل مʴॽʴداً صʙعx  وy .  

)1الʻقʢة  , ) ( )n nS x y f S     معادلة ȘقʴتH  هاʽي إلʺʱʻفهي ت
ʱʰاها  ʛؗومx  وy  .انʴॽʴدان صʙع  

)ومʻه   الʵاصة  1)E n  .ةȃʨلʢʺاصة الʵة الʴن صʨؔʱة. فʴॽʴص  
  ؟ أتيالʴॽʴʸة وما الॼɻارات غʛʽ الʴॽʴʸة ॽɾʺا ǽ الॼɻاراتما  ]100[

①  ʗ0إذا ؗان( )n nu   ةȃقارʱة مॽالʱʱقيمॽʁد حʙع ʧم   ʗان وؗ

0( )n nv  ʝॽل ʚئʙʻة، عॽʁॽʁة حǽلها نها ʝॽة لॽالʱʱة   مॽالʱʱʺلل

0( )n n nu v  .ةॽʁॽʁة حǽنها  
). لأن صॽʴح )n n n nv v u u   ضʛʱا  نفʻیʙأنه ؗان ل

( )lim n nn
u v


    وlim

n nu
     

ʙʳه نʻأن  ومlim nn
v


     ʻا تʚوه.ʠاق  

②  ʗ0إذا ؗان( )n nu   ةȃقارʱة مॽالʱʱقيمॽʁد حʙع ʧم    ʗان وؗ

0( )n nv  ةॽʁॽʁة حǽلها نها ʝॽة لॽالʱʱم   
ʝॽل ʚئʙʻة   عॽالʱʱʺ0لل( )n n nu v  .ةॽʁॽʁة حǽنها  

)ʢ0أ. مʲلاً خ )n nu   ʘʽ1ح
1n nu  Șقʴي تʱال  

 lim 0nn
u


     ʚ0وخ( )n nv   ʘʽح( 1)nnv   .  

)0لʝॽ للʺʱʱالॽة  )n nv   ʥة ومع ذلǽ0نهاl m( )i n nn
u v


.  

limإذا ؗان  ③ n nn
u v


   وlim nn

u


  ؗان  

 lim 0nn
v


.   

0lصح لأن   (im l 1m ) 0in n n
n

n n
v v u

u 

 
     

 
.  

  .علʽها ، ؗان لها عʛٌʸʻ راجحعʻها لʺʱʱالॽة عʛٌʸʻ قاصʛ ؗانإذا  ④
)0خʢأ. مʲلاً  )n nu   ʘʽحnu n هʚله ʝॽول ʛقاص ʛʸʻع ʛفʸال .

  الʺʱʱالॽة عʛʸʻ راجح.
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 التابع اللوغاريتمي 
 التابع اللوغاريتمي النيبري أو الطبيعي: .1
  إلى مجموع ونرمز له جداء اليحول  تابعهوln حيث 

 : 0 , :   ln] [f f x x   
  0[هو تابع معرف على, [ :يحقق  

 ln ln lna b a b   وln1 0 
  متزايدٌ تماماً على و  تابع اشتقاقيهو 0,  

 التي تجعل المقدار المعطى معرفاً: xقيم  عيّن :1مثال
 المقدار  ln ( 1)(2 )x x  1,2[ معرف على[D . 

 المقدار ln
1

x

x

 
 

 
D]0,1[ معرف على  . 

 2المقدارln 2x x 2 معرف عندما 2 0x x أي{ 2,0}\D   
 التي تجعل المقدار المعطى معرفاً: xعيّن قيم  [1]

2 2

2

( ( (

( (

( )

1
ln1 ) ln 3) ln1 )

1
ln 4 ) ln 3 2)

ln

3
ln ln 1 ln

2

x
x x x

x x x x
x

x
x x

x



 
 
 

  

  






⑶ ⑵ ⑴

⑹ ⑸ ⑷

⑼ ⑻ ⑺

 

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

 

0aأياً يكن  التابع اللوغاريتمي: خواص .2  0وb : 

 ln ln ln ln  ln ln

ln ln ln 1  0

( )

n

a b a b
a

a b

a n a

b
    

 

  
 

 

 دبل كيك
ط كلًا من العبارات الآتية :2مثال  عدد حقيقي. x، علماً أنّ بسِّّ

 
2 3 2 3

ln ln ln ln1 0
3 2 3 2

A
 

      
 

. 

 28
ln8 ln2 ln ln4 ln2 2ln2

2
B      . 

 
16

ln ln16 ln16 ln25 ln16 2ln5
25

C        
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ط كتابة الأعداد الآتية: [2]  بسِّّ
2

1 1
ln 2 ln ln3 ln

16 3

16
ln250 ln ln50

25

c b a

f e d

   

  

ⓒ ⓑ ⓐ

ⓕ ⓔ ⓓ

  

1 7
ln81 ln ln72 ln

27 8

ln 75 ln15 ln 27

g

h

   

  

ⓖ

ⓗ

 

 ل:الح

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

 ....................................................................................

 ....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

)أثبت أنَّ  [3] ) ( )ln 2 3 ln 2 3 0   . 
 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

 . دون استعمال آلة حاسبة yو  xقارن بين العددين  [4]
ln5, ln2 ln3

2ln3, 3ln2

x y

x y

  

 

ⓐ

ⓑ
 

 ل:الح

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 
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 حل المعادلات .3
               الخطوات:

  نوجد شرط الحلE 

 .نوجد حلول المعادلة ثم ندرس انتماء الحلول إلى شرط الحل 

lnلحل المعادلة  :ملاحظة lna b .نكتفي بشرط طرف واحد  

)ln نراعي القاعدة ) ln( )a b a b   
 الآتية: دلاتحل المعا :3مثال
ⓐ 2ln(3 4) ln( 4)x x  . 

4نكتفي بشرط الطرف الاول 
3

] , [E   . 
2

2

1 2

ln(3 4) ln( 4)

3 4 4

( 3) 0

0 , 3 g

x x

x x

x x

x E x E

  

  

 

   

 

S{3}الحل هو  . 
ⓑ 1

ln 2 3 ln(6 ) ln
2

x x x    

 :شرط الحل 
2 3 0x   6و 0x   0وx  3 ومنه

2
] ,6[E . 

   
2

2 2

2 2

1 1
ln(2 3) ln(6 ) ln

2 2

ln 2 3 2ln 6 ln

ln(2 3) ln ln(6 )

ln(2 3 ) ln(6 )

2 3 (6 )

x x x

x x x

x x x

x x x

x x x

   

   

   

  

  

 

 

2

1 2

9 36 0 ( 12)( 3) 0

12 , 3 3

x x x x

x D x D S

      

      
 

نفترض أن حل المعادلة  ملاحظة: ln 1x   هو العددx e  
lnأي  1e   

lnmنجد  mعدد حقيقي نضرب الطرفي بال e m. 
)lnومنه  )me m 

lnxأ حل المعادلة  m  هوmx e 
 . 2.7182818284590يساوي تقريباً  e العدد النيبري حيث 

 حلّ المعادلات الآتية: [5]

2

2

2

2

( (

2ln ln( 4) ln(2 )

ln(2 ) ln( 1)

ln 1) ln 1) ln( 11) ln(2 3)

2ln ln(2 8 )

ln( 11) ln( 3) ln( 2)

1
ln(1 ) 2 ln(2 ) ln(3 ) ln 1

2

(ln ) 16 ln( 2) 2 ln( 1)

x x x

x x

x x x x

x x x

x x x

x x x x

x x x

  

 

     

 

    

      

    

ⓑ ⓐ

ⓓ ⓒ

ⓕ ⓔ

ⓗ ⓖ

ⓙ ⓘ

 

 الحل:
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.................................................................................... 
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................................................................................... 

....................................................................................
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....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

 ...................................................................................
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 ...................................................................................
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 ...................................................................................

 ...................................................................................
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 ...................................................................................
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 ...................................................................................
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 ...................................................................................
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 ...................................................................................
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 ...................................................................................
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 ...................................................................................
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 ...................................................................................
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 ...................................................................................
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 ...................................................................................

 ...................................................................................

....................................... ............................................

 ...................................................................................
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 ...................................................................................
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 ...................................................................................
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 ...................................................................................
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 ...................................................................................

 ...................................................................................

............................................................... ....................

 ...................................................................................
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 ...................................................................................

 ...................................................................................

....................................................................... ............



                                    الوحدة الخامسة )التابع اللوغاريتمي(                                           –الجزء الأول  -الرياضيات 

110 

 ...................................................................................

 ...................................................................................

........................................................................... ........

 ...................................................................................

 ...................................................................................

............................................................................... ....

 ...................................................................................

 ...................................................................................

................................................................................... 

 ...................................................................................

 ...................................................................................

 ...................................................................................

... ................................................................................

 ...................................................................................

 ...................................................................................

................................................................................... 
 
 

 حل المتراجحات  .4
 الخطوات:

  نوجد شرط الحلE  

 .نوجد حلول المتراجحة ثم نقاطع الحلول مع شرط الحل 
lnلحل المتراجحة  ملاحظة: ( ) ln ( )g x h x الطرف  نكتفي بشرط
)ln ونراعي القاعدة  الاصغر. ) ln( )a b a b                

 الآتية:حل المتراجحات  :4مثال
ⓐ 2ln( 4) ln( 3 )x x  . 

2أي  نكتفي بشرط الطرف الأصغر 4 0x    
)ومنه  2)( 2) 0x x    أي    ] , 2[ ]2, [E          

2

2 3

0 [ 4,1]

ln( 4) ln( 3 )

4

( 4)( 1)

x x

x

x

x

x x











 



   

 

]مجموعة حلول المتراجحة هي 4, 2[S    
ⓑln 3 ln(5 ) ln( 1)x x معرفة في حالة  المتراجحة
5x  1وx  1,5، ومنه شرطE . 

lnومنه  3 [ln(5 )( 1)]x x  

2ln3 ln( 6 5)x x  ومنه( 2)( 4) 0x x 
  2,4حلول المتراجحة هي 

ⓒ  ln 2 ln 3 0x x   0[ شرط الحل, [  
2وينعدم الطرف الأول عند 3,x e x e    

   

2 3

0 0ln 2 ln 3

x e e

x x

  

   

2حلول المتراجحة هي   3[ , ]e e. 

ⓓ0.2
2

5

n
 

  
 

ln(0.2) تكافئ  ln(0.4)n ولكنln(0.4) 0 

ln(0.2) ومنه ln5
1.76

ln(0.4) ln5 ln2
n 


  . 2 ومنهn . 

ⓔ  3
100

1 2
n

   تكافئ 3
100

ln 1 ln2n    تكافئ  وهي
ln2

23.45
ln(1.03)

n   فمجموعة قيم ،n  24هيn . 

 حل كلّ متراجحة فيما يأتي: [6]

2

22

2

( (

(

( ln( 1) ln( 1)

ln(3 ) ln ln( 1) ln 2) ln 2 1)

ln(6 4) ln(3 2) ln ln 2 )

ln 3 ) ln ln2

2
3ln ln(3 2) ln 1 ln

x x

x x x x x

x x x x x x

x x x

x x x
x



  

 
 
 

     

     

  

   

ⓑ ⓐ

ⓓ ⓒ

ⓕ ⓔ

ⓗ ⓖ
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 المعطاة حل كلًا من المعادلة والمتراجحة [7]
ⓐ 2(ln ) 2ln 3 0x x  2، و(ln ) 2ln 3 0x x  . 

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

 ...................................................................................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

................................................................................... 

 جد الحل المشترك لجملة المعادلتين. [8]
2 22ln ln 7 10

3ln 5ln 4 ln ln ln3

(ln )(ln ) 12

ln( ) 1

x y x y

x y x y

x y

xy

    
 

    

 




ⓑ ⓐ

ⓒ
 

 الحل:
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....................................................................................
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....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

................................................................................... 

 ....................................................................................

......................... ...........................................................

 ....................................................................................

 ....................................................................................
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 ....................................................................................

 ....................................................................................
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........................... .........................................................

 ....................................................................................

 ....................................................................................

............................ ........................................................

 ....................................................................................

 ....................................................................................

............................. .......................................................

 ....................................................................................

 ....................................................................................

.............................. ......................................................

 ....................................................................................

 ....................................................................................

............................... .....................................................

 ....................................................................................

 ....................................................................................

................................ ....................................................

 ....................................................................................

 ....................................................................................

................................. ...................................................

 ....................................................................................

 ....................................................................................

.................................................................................... 

 ...................................................................................

 ...................................................................................

..................................... ..............................................

 ...................................................................................

 ...................................................................................

......................................... ..........................................

 ...................................................................................

................................................................................... 

............................................. ......................................

 ...................................................................................

 ...................................................................................

................................................. ..................................

................................................................................... 

 ليكون للمعادلة جذران مختلفان؟ mكيف نختار العدد الحقيقي  [9]
2 2 ln(m 1) 0x x    

 الحل:

 ...................................................................................

........................................................ ...........................

 ...................................................................................

 ...................................................................................

................................................................................... 

 ...................................................................................

 ...................................................................................

................................................................ ...................

 ...................................................................................

................................................................................... 

 حل كلًا من المعادلات الآتية: :5مثال
ln 2 ln 2 0

ln 2 ln( 4) 3ln2

ln 2 3 ln 1 2ln| |

x x

x x

x x x

   

   

   

①

②

③

 

 الحل:

 ① ln 2 ln 2 0x x    
شرط الحل   2,2\E  . 

2وهي تكافئ  2 1x x    2أو 4 1x   . 
2فإما أن يكون  5x   2أو يكون 3x  . 

}ول المعادلة ومنه مجموعة حل 5, 3, 3, 5}S    
② ln 2 ln( 4) 3ln2x x    

]شرط الحل   [] 4,2 ]2,E    . 
2 ( 4) 8x x    

2xفإما أن يكون    2و 2 16 0x x    
17ومنه  1x   .)الجذر الآخر مرفوض( 

2xأو يكون   2و 2 0x x   



                                    الوحدة الخامسة )التابع اللوغاريتمي(                                           –الجزء الأول  -الرياضيات 

115 

0xومنه   2وx   . 
مجموعة الحلول هي  2,0, 17 1  . 

③ ln 2 3 ln 1 2ln| |x x x     شرط الحل
3
2

\{ ,0,1}E  . 
2وهي تكافئ  22 3x x x    

2إما  3 0x x    

1ومنه  13 1 13
,

2 2
x x

   
 . 

23أو  3 0x x    

1  ومنه 37 1 37
,

6 6
x x

   
 . 

 مجموعة الحلول هي

1 37 1 37 1 13 1 13
, , ,

6 6 2 2

         
 
  

  

 نهاية التابع اللوغاريتمي: .5

n
0

0
l

1 

  





 

 
 

ln,

l

[

n1  

0

0

ln 0

ln ]1, [ 0 ln

l

l

n ]0 1

0

]0 [

n

0

,D

x


 



  

      

  

 

 

 

 قواعد النهايات

0 1

0

ln(1 ) ln( )
ln(1) lim 1, lim 1

1

ln
ln( ) lim 0, lim

ln

ln(0) lim ln 0

x x

x x

x

x x

x x

x x

x x

x x

 

 




  



    

 

 

 في حالات عدم التعيين غالباً نتبع
حالة 


و    واعد: عامل مشترك أو ق 

حالة  0 نشر أو قواعد : 

0حالة 

0
 : قواعد 

 : كلًا من نهايات التوابع الآتية عند  احسب :6مثال
2( ) 3lnf x x x a    ⓐ 

2 نكتب 2

2

ln 3 ln
( ) 1 3 ( ) 1

x x
f x x f x x

x x x

   
         

   
. 

lim ( )
x

f x


  لأن  ln
lim 0
x

x

x
    3و

lim 0
x x

 

2limو
x

x


   3وln
lim 1 1

2x

x

x


 
   

 
. 

1
( ) ln 0f x x a

x
   ⓑ 

1نكتب  ln
( )

x x
f x

x


  ومنه

0
lim ( )
x

f x


   

لأنّ  
0

lim ln 0
x

x x


 م يسعى إلى الصفر بقيم موجبةلمقاوا. 
( ) ln(2 1) ln( 2)f x x x a      ⓒ 

2 1
( ) ln

2

x
f x

x

 
  

 
limومنه   ( ) ln2

x
f x


  

2 لأن 1
lim 2

2x

x

x





. 

ln
( )

x x
f x a

x


   ⓓ 

نكتب 
ln ln

(1 ) 1
( )

1 1
(1 ) 1

x x
x

x xf x

x
x x

 

 

 

  

limومنه  ( ) 1
x

f x


  ّلأنln
lim 0
x

x

x
  

 عند أطراف مجالات تعريفه. fجد نهاية التابع  [10]

2

2

ln

ln ( )ln

1 ln

ln

ln 1
ln

4

1
ln( 1) ln (ln 1)

ln 1 (1 ln )

ln

1 ln

ln
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

1
( ) ( )

( ) ( )

1

x x

x x x x

x

x x

x x x

x x

x x x x
x

x x x x

x x x

x x

x
f x f x

x

f x f x

f x f x

f x f x

f x f x

f x f x
x

f x f x

x



 

  
 

 

   

 
   

 



 

 

 

 

 

 

 

ⓑ ⓐ

ⓓ ⓒ

ⓕ ⓔ

ⓗ ⓖ

ⓙ ⓘ

ⓛ ⓚ

ⓝ ⓜ

 
  الحل:
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....................................................................................

....................................................................................

................................................................................... 



                                    الوحدة الخامسة )التابع اللوغاريتمي(                                           –الجزء الأول  -الرياضيات 

116 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

................................................................ ....................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

..................................................................... ...............

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

.......................................................................... ..........

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

............................................................................... .....

....................................................................................

 ....................................................................................
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..................................................................... ..............

 ...................................................................................

 ...................................................................................

......................................................................... ..........

 ...................................................................................

 ...................................................................................

............................................................................. ......

 ...................................................................................

 ...................................................................................

................................................................................. ..

 ...................................................................................

 ...................................................................................

 ...................................................................................

. ..................................................................................

 ...................................................................................

 ...................................................................................

..... ..............................................................................

 ...................................................................................

................................................................................... 

......... ..........................................................................

 ...................................................................................

 ...................................................................................

............. ......................................................................
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 ...................................................................................

................. ..................................................................

 ...................................................................................

 ...................................................................................

..................... ..............................................................

 ...................................................................................

 ...................................................................................

......................... ..........................................................

 ...................................................................................

 ...................................................................................

................................................................................... 

 ...................................................................................

 ...................................................................................

................................. ..................................................

 ...................................................................................

 ...................................................................................

..................................... ..............................................

 ...................................................................................

 ...................................................................................

......................................... ..........................................

 ...................................................................................

 ...................................................................................

............................................. ......................................

 ...................................................................................

................................................................................... 

................................................. ..................................

 ...................................................................................

 ...................................................................................

..................................................... ..............................

 ...................................................................................

 ...................................................................................

......................................................... ..........................

 ...................................................................................

 ...................................................................................

............................................................. ......................

 ...................................................................................

 ...................................................................................

................................................................. ..................

 ...................................................................................

 ...................................................................................

................................................................................... 

 اشتقاق التابع الأسي واللوغاريتمي: .6

 
1

(ln )x
x

  

  يكونا لدينا حشوة غير  عندماx  الحشوة.نضرب بمشتق 
) احسب :7مثال )f xالتوابع الآتية لكل من : 

2( ) lnf x x x  ⓐ  1ومنه
( ) 2f x x

x
   

3( ) ln( 1)f x x  ⓑ  أي
2

3

3
( )

1

x
f x

x



 

)جد  [11] )f x:لكلٍ من التوابع الآتية 
2

2

ln( 1) ln

ln

ln 1
ln

4

( )ln ln( 1) ln

( ) ( )

ln
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

x x x

x x

x x x

x x

x x x x x

f x f x

x
f x f x

x

f x f x

f x f x

 

  
 

 

  

 

 

 

 

ⓒ ⓐ

ⓓ ⓑ

ⓕ ⓔ

ⓗ ⓖ

 

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

................................................................................... 
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....................................................................................

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

................................................................................... 

............................................ .......................................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

.................................................. ..................................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

....................................................... .............................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

............................................................ ........................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

................................................................. ...................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

...................................................................... .............

 ................................................................................... 

على موجباً تماماً و  Iاشتقاقياً على المجال  تابعاً  uإذا كان  :مبرهنة
I كان التابع ، ln ( )x u x  اشتقاقياً علىI . 
fثم احسب  Iاشتقاقي على المجال  fأثبت أنَّ التابع  [12] . 

2

2

, ln(1 )

1
]1, ln

1

] )

[,

[,0, ln(

( )

( )

( )

I x

x
I

x

I x x

f x

f x

f x

 

 
   

 

 



 







ⓐ

ⓑ

ⓒ

 

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 
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....................................................................................

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

 ...................................................................................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

...................................................... ..............................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

........................................................... .........................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

................................................................ ....................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

 .................................................................................... 

[13] f  المعرف علىI 

  2وفق( ) lnxf x x  . 
ⓐ  ّبيّن أنf  اشتقاقي علىI واحسب ،( )f x 
ⓑ مماس للخط للتابع اكتب معادلة للf  في النقطة التي فاصلتها 

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

.................................................................................... 

 ...................................................................................

 ...................................................................................

................... ................................................................

 ...................................................................................

 ...................................................................................

....................... ............................................................

 ...................................................................................

....................................................................................

................................................................................... 

,المعرف على  f التابعنتأمّل  [14] [[0I   :وفق 
2(1 ln ),

( )
0, 0

0x x x
f x

x

 
 



. 

 احسب
0

( ) (0)
lim
x

f x f

x

 َّواستنتج أن .f ند الصفراشتقاقي ع 
 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

 ................................................................................... 
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 اللوغاريتميدراسة التابع  .7
تابع متزايد تماماً على  ln التابع

,0[المجال  [. 
يمكن ان نقوم  مرجعي، ln التابع

 كتابة خواصها دون اثبات.ب

 
ln2قيم تقريبية:   0.7, ln3 1.1, ln5 1.6

2 1.4, 3 1.7 , 5 2.2

  

  
 

) المعرف وفق fالتابع ادرس تغيرات  [15] ) lnf x x  وارسم. 
 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

...................................................................................  

[16] f  1[المعرف على, [  وفق( ) 1 2ln
1

x
f x x

x

 
    

 
 

ⓐ أثبت : 1d y x   عندمقارب وادرس الوضع النسبي . 
ⓑ تغيرات  ادرسf م جدولًا بها  .Cثم الخط البياني  d ارسم.ونظِّّ

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

............. .......................................................................

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

................................................................................... 

.. 

x

y

e

1

1O
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[17] f  0[المعرف على, [I    1وفق
( ) ln 2f x x

x

 
   

 
 

ⓐ  ادرس تغيراتf .م جدولًا بها  ونظِّّ
ⓑ أثبت : ln2d y x   عندمقارب وادرس الوضع النسبي . 
ⓒ أنّ للمعادلة  أثبت( ) 0f x   حيد حل و   1,2[ينتمي إلى[. 
ⓓفي معلمٍ واحد المستقيم  ارسمd  ثم الخط البيانيC. 

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

................................................................................... 

.................................................................................... 

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

................................................................................... 

................................................................................... 

.................................................................................... 

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

................................................................................... 

................................................................................... 

....................................................................................

................................................................................... 

 المعرف على المجال f الخط البياني للتابع  ليكن :8مثال

]0, [I    وفقln
( ) 1

x
f x x

x
  . 

ⓐ  لماذا المستقيمd  1الذي معادلتهy x  ؟ مقارب للخط 
ⓑ  ادرس الوضع النسبي للخطينd و. 

,0[على  التابع المعرف g ليكن ⓐ لحل:ا [I     وفق 
ln ln

( ) 1 ( 1)d

x x
f x y x x

x x
       . 

( ) 0lim d
x

f x y
 

  فالمستقيم .: 1d y x  مقارب للخط . 
ⓑ  ندرس إشارة( ) df x y التي تماثل إشارة ،lnx فنجد 

 
 
 
 

 .ادرس تغيرات كلٍ منها وارسم خطه البياني  :9مثال
ⓐ

ln
( )

x
f x

x
  

 
0

lim ( )
x

f x


    وlim ( ) 0
x

f x


 . 
 .المحورين الإحداثيين مقاربان للخط  ومنه
 

2

1 ln
( )

x
f x

x


   ينعدمf   فقط عندx e. 

 
1

0

( ) 0

( ) 0

x e

f x

f x e 



  



 

 d فوق  dتحت 
 

 

 

0 1

( ) 0d

x

f x y  


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O

y
1/e

e1

1

x

  نقاط مساعدة
 على الرسم: 

 .(1,0)التقاطع مع محور الفواصل 
 
ⓑ( ) lnf x x x x  
 

0
lim ( ) 0
x

f x


   ّلأن
0

lim ln 0
x

x x


 . 
limو ( )

x
f x


   ّلأن ( ) 1 lnf x x x   

 ( ) lnf x x    ينعدمf   1فقط عندx . 

 
  نقاط مساعدة على

الرسم: التقاطع مع محور 
)الفواصل  ,0)e المماس ،

 في المبدأ شاقولي.
 

( ) lnf x x x ⓒ  

0
lim ( ) 0
x

f x


  و
lim ( )
x

f x


 . 
 ( ) ln 1f x x    ينعدمf   1فقط عند/x e. 
  جدول تغيراتf: 

 
  نقاط مساعدة: 
 التقاطع مع محور الفواصل  

، المماس في المبدأ (1,0)
 شاقولي.
ⓓ( )

1 ln
f x

x

x


  

 
0

( )lim
x

f x


   لأن ،
0

lim( ln )
x

x


   

و 
0

1
lim
x x

  .محور التراتيب مستقيم مقارب للخط  ومنه . 

) و ) 0lim
x

f x


  ّ1لأن
lim 0
x x

 وln
lim 0
x

x

x
 محور  ومنه

 .الفواصل مستقيم مقارب للخط البياني 
  

2

ln 2
( )

x
f

x
x


  وينعدم .f   2فقط عندx e. 

 
 

 

 
 ساعدة على الرسم: التقاطع مع محور الفواصل نقاط م( ,0)e. 

 
 
 

ⓔ( ) lnf x x x  
 

0
lim ( )
x

f x


   ّلأن
0

limln
x

x


  .محور التراتيب  ومنه
lim. وكذلك لبياني مستقيم مقارب للخط ا ( )

x
f x


  

lnلأنّ 
( ) 1

x
f x x

x

 
  

 
lnو 

lim 1 1
x

x

x

 
  

 
 . 

 1
( )

x
f x

x


  وينعدم ،f   1فقط عندx . 

 
 
 
 

 
 

 

 

في معلم متجانس  :10مثال ; ,O i j الخط البياني للتابع  ، رسمنا

ln لتكن .M  فاصلتها  نقطة منm. 

 
ⓐجد، بدلالة m في النقطة  للخط  ، معادلةً للمماسM. 
ⓑ  لتكنH  مسقطM  على محور التراتيب ولتكنK  نقطة تقاطع

يساوي  Kأثبت أنَّ ترتيب النقطة  مع هذا المحور. المماس 
ln 1m  0، أياً يكنm .استنتج أنَّ وKH j. 

ⓒ استفد مما سبق لإعطاء طريقة عملية وبسيطة لرسم مماس للخط 
 من نقطة كيفية منه.

 هي  معادلة ⓐ الحل:
( )

( )

1
ln ( )
f m

f m

y m x m
m


    

x

y

1

O m

lnm

1

MH

K

0 1

( ) 0

( ) 1

x

f x

f x
 

0 1/

( ) 0

( ) 0 1/

x e

f x

f x e
 

0 1

( ) 0

( ) 0 1

x

f x

f x 



  



 

2

2

0

( ) 0

( ) 1/ 0

x e

f x

f x e



  

 

 

x1 e 2e

1

y

x

y

O

1

1

x

y

O

1

1

1 e

1/e x

y

O
11

ee
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ⓑ  أي  0محور التراتيب في النقطة التي فاصلتها  يقطع
(0,ln 1)K m . 
)هما  Mلمّا كانت إحداثيتا  ,ln )m m  َّ0)استنتجنا أن,ln )H m . 

0 0 0

ln ln 1 1
j

m m
KH

     
       

     
 

ⓒ  لتكنM  ننشئ  .كيفية من الخطH للنقطة المسقط القائم 
M  على محور التراتيب، ثُمّ نرسمK  صورةH  وفق الانسحاب الذي

). فيكون j شعاعه )KM  في النقطة  مماسM. 
)في معلم مجموعة النقاط  ارسم :11مثال , )M x y للشرط . المحقّقة 

ln ln 0 ln 2ln ln ln( 1)x y y x x y    ⓒ ⓑ ⓐ

 الحل
ⓐ العلاقة ln ln( 1)x y   0 بشرطمعرفةx   1وy    

 1x y   و :أ 1d y x .   ط )فمجموعة النقا , )M x y هي 
]المستقيم نصف  )AX  منd   

,0)دون طرفه  1)A .  
ⓑ  العلاقةln 2lny x  0 بشرطمعرفةx   0وx  . 

ln 2lny x 2تكافئ )ln ln(y x  2أوy x . النقاطو 
( , )M x y 2 معادلته هي نصف قطع مكافئy x  مرسوم في الربع

 .O(0,0)الأول عدا ذروته 
ⓒ  العلاقةln ln 0y x   0بشرط معرفةx   0وx    . 

ln ln 0y x  هي  ln lny x  تكافئ 
 1

ln lny
x

 
 
 

 1  أي
y

x
. 

) النقاط  , )M x y والمرسوم في الربع الأول.طع الزائد هي فرع الق 

 
 

 إثبات صحة مترجحة .8
  لإثبات صحة المتراجحة ننقل جميع الحدود إلى طرف ونسميه( )f x 

 وندرس اطراده.
 دراسة الاطراد مثل التغيرات ولكن من دون نهايات. حيث 
 6صحة المتراجحة غير حل المتراجحة في الفقرة  اثبات. 

lnأثبت أنَّ  :12مثال 2x x 0 أياً يكنx . 
2 الحل: ln 0x x  
,0[المعرف على  f نعرف [I    وفق( ) 2 lnf x x x . 
 ، Iاشتقاقي على  fالتابع 

1 1 1
( )

( 1)

1 x x
f x

xx x xx
 

    


 

1xينعدم هذا المشتق عند   1اثل إشارة وإشارته تمx  
0 1

( ) 0

( )
2

x

f x

f x



   

)بالاستعانة بجدول الاطراد نستنتج أنَّ  ) 2 0f x    أياً يكن
0x ،  ِّّ2أي إن ln 0x x  أو ،ln 2x x . 
lnأنَّ  أثبت [18] 2( 1)x x  0، أياً يكنx . 

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

................................................................................... x

y

O 1

x

y

O 1

x

y

A

O

C

1
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ln أنّ أثبت  [19] 1x x 0، أياً يكنx. 
1/3xباختيار e 1/3وx e احصر ،e. 
 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................  

 

 :التابعاستنتاج رسم منحني  .9
     1f x f x   1يكونC   نظيرC   بالنسبة إلى محور

التراتيب. أي  ( , ) ( , )x y x y  

     1f x f x  1  يكونC   نظيرC   بالنسبة إلى محور

الفواصل. أي  ( , ) ( , )x y x y  

      1f x f x   1يكونC   نظيرC  إلى المبدأ. أي  بالنسبة

  ( , ) ( , )x y x y  

     1f x f x b   1يكونC   ناتج عن انسحابC   بالمتجه

b j . أي ( , ) ( , )x y x y b  

     1f x f x a  1  يكونC   ناتج عن انسحابC   بالمتجه

ai أي . ( , ) ( , )x y x a y 

    1f x f x  تبقى النقاط ذات التراتيب الموجبة كما هي

ظائرها بالنسبة إلى والنقاط ذات التراتيب السالبة نأخذ بدلاً عنها ن

 محور الفواصل

    1f x f x هاااينقااااط ذات الفواصااال الموجباااة كماااا ال تبقىىىى 

والنقاط ذات الفواصل السالبة تلغى ونأخذ بدلاً عنها نظائر النقااط ذات 

الفواصاااال الموجبااااة بالنساااابة إلااااى محااااور التراتيااااب و اااا  مجموعااااة 

 التعريف.
lnxمن الخط البياني للتابع  انطلاقاً  :13مثال x ارسم الخط ،

 البياني لكل من التوابع الآتية :
 ln( )x xو ،lnx x وln( )x x  ،
1و lnx x. 
  الحل: 
   ( ) ln( )f x x   يكون 
f  نظيرln  بالنسبة إلى

Oy. 

 
 ( ) ln( )g x x  

 lnنظير  Cgيكون 
بالنسبة إلى محور 

  صل.االفو 
 

 ( ) ln( )h x x    يكون Ch 
 

 بالنسبة إلى محور المبدأ. lnنظير  
 
 ( ) 1 ln( )k x x   يكون 
k  ناتج منln  بالانسحاب

 .jالذي شعاعه 
 

x

y

1O

lnf

x

y

1O

ln

h

 

x

y

1
O

ln

g

x1

y

ln

k
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 تمارين عامة

[20] f  المعرف علىI 

  1وفق
( ) ln

x
f x x . 

ⓐ  َّأثبت أنf  اشتقاقي علىI  واحسب تابعه المشتق( )f x. 
ⓑ  م جدولًا يبيّن جهة اطراد  .fنظِّّ
ⓒ 1نتج أنَّ است 0

1
ln

x
x    أياً يكنx I. 

 الحل:

....................................................................................

.................................................................................... 

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................. 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

 .................................................................................

....................................................................................

....................... .............................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

1y المستقيمأثبت أنَّ  [21] x   مقارب للخط البياني للتابع
1

: ln 1f x x x
x

 
  

 
 .في جوار 

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

[المعرّف على  f ليكن [22] , 1[ ]0, [fD     : 
( ) 2 1 ln

1

x
f x x

x

 
    

 
   

a)  أثبت أن: 2 1y x    مقارب، وادرس الوضع النسبي 
b) التابع  تغيرات ادرسf ،0[ على, [.  
c)   أثبت أن المعادلة( ) 0f x  على  داً تقبل حلًا وحي 

]0, [ ثُمّ ارسم ،C. 
d)  1استنتج رسم( ) 2 1 ln( )x

x
g x x    . 

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

................................................................................... 
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....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

.... ................................................................................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

......... ...........................................................................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................  

...................................................................................   

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

 

,0[على  المعرّف f ليكن [23] [ :ln
( )

x
f x

x
   

a) ثُمّ ارسم  .التابع تغيرات ادرسC. 
b)  22استنتج حلول المعادلةx x 
c)  قارن بين,e e. 

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 
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....................................................................................

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

........... .........................................................................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

 

)1 لتكن [24] )n nu   معرفة على  1وفق
lnn

n
u

n

 
  

 
  

ⓐ 1تغيرات  ادرس
ln:

x

x
f x

 
 
 

,0[على   [. 

ⓑ 1 2n nS u u u    أثبت  .ln( 1)nS n ما نهايتها .  
 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

....................................... .............................................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 
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....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

. 

[المعرف على  f ليكن [25] 1,1[I    1وفق
( ) ln

1

x
f x

x

 
  

 
. 

ⓐ أنَّ  أثبت f تابع فردي. 
ⓑ أنَّ  أثبتf  اشتقاقي علىI. 
ⓒ تغيرات  ادرسf  الخط البياني.ارسم ثم  .]0,1]على 

 الحل:

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

...................................................................... ..............

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

........................................................................... .........

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

2المعطى وفق :  fليكن    [26]
( ) ln

1

x
f x

x

 
  

 
. 

ⓐ  َّتحقّق أنfD مجموعة تعريف ،f هي ،] ,0[ ]1, [ . 
ⓑ نهاية  احسبf .عند كل طرف من أطراف مجموعة تعريفه 
ⓒ  َّأثبت أنf  متناقص تماماً على كلٍ من مجاليfD. 
ⓓ في معلمٍ متجانس الخط البياني  ارسم. 

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

 ....................................................................................
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....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

 مركز التناظر:
تكون النقطة   0 0,x y :مركز تناظر إذا كان 

0 0 02 ( ) (2 ) 2x D x x D f x f x x y       

متناظر بالنسبة النقطة   fCويكون  0 0,x y. 

1التابع  :مثال

3

x
x

x




 .I(3,1)له مركز تناظر هو  

\{3}D  02و 6x x x   
x{3}\أياً كان  الشرط   فإن

\{ 3}x    ومنه
6 \{3}x  

 الشرط
 

0

0

( ) (2 ) ( ) (6 )

1 6 1

3 6 3

1 7

3 3

1 7

3 3

2( 3)
2 2

3

f x f x x f x f x

x x

x x

x x

x x

x x

x x

x
y

x

    

  
 

  

 
  

 

  


 


  



 

ليكن:  [27] 2
( ) ln x

x
f x


. و] ,0[ ]2, [fD    

a)  (1,0)أثبت أنI .مركز تناظر 
b) التابع  تغيرات ادرسf  2[ على, [  ثم ارسم الخط. 

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

.............................................. ......................................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

................................................... .................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 
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....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

(0)بوضع  Dالتابع المعرّف على  f ليكن [28] 0f  
)و )

ln

x
f x

x x



 .fالخط البياني للتابع  C. و

a)  أثبت صحة المتراجحةlnx x. 
b)  تعريف  مجموعةجدf  ّثم أثبت أنf .مستمرٌ عند الصفر 
c)  ادرس قابلية اشتقاقf  .عند الصفر 
d)  عيّن إن أمكن المماس للخطC .عند مبدأ الإحداثيات 
e) ما نهاية f  عند  ؟ ثُمّ ادرس تغيراتf. 
f)  للخط  للمماس  معادلةأعطC  1في النقطة التي فاصلتها. 
g)  ارسم الخطC . 
h)  استنتج رسم الخط البيانيC للتابعln

ln
( )

x

x x
g x


 

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 
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....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

.............. ......................................................................

.................................................................................... 

 ....................................................................................

.................................................................................... 

 ....................................................................................

.................................................................................... 

................ ....................................................................

.................................................................................... 

 ....................................................................................

.................................................................................... 

 ....................................................................................

.................................................................................... 

.................. ..................................................................

.................................................................................... 

 ....................................................................................

.................................................................................... 

 ....................................................................................

.................................................................................... 

.................... ................................................................

.................................................................................... 

 ....................................................................................

.................................................................................... 

 ....................................................................................

.................................................................................... 

...................... ..............................................................

.................................................................................... 

,0[المعرّف على  f ليكن [29] [ :1 ln
( )

2

x
f x x

x
     

a)  1أثبت أن
:

2
y x    مقارب، وادرس الوضع النسبي 

b) 2التابع  اطراد ادرس( ) 1 lng x x x  . 
c)  أثبت أن

2

( )
( )

g x
f x

x
   وادرس تغيرات التابعf. 

d)  2اثبت ان للمعادلة 22 (1 2 ) ln 0x x x     حل وحيد 
e)  ارسمC. 

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

............................................................ ........................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................
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................................................................. ...................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

...................................................................... ..............

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

........................................................................... .........

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

................................................................................ ....

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

 

3 ليكن  [30] 2( ) 2 5 2P x x x x   . 
ⓐ تحقّق ( 1) 0P  .  استنتج أن( )P x  يكتب بالصيغة

( ) ( 1) ( )P x x Q x    حيث( )Q x .من الدرجة الثانية 
ⓑ  اجحة حل المتر( ) 0P x . 
ⓒ 2ل المتراجحة ح استنتجln ln(2 5) ln(2 )x x x   . 

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

.................................................................... ................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................
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.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

 ....................................................................................

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

 ....................................................................................

.................................................................................... 

 ....................................................................................

.................................................................................... 

 ....................................................................................

.................................................................................... 

 ....................................................................................

.................................................................................... 

.. ..................................................................................

.................................................................................... 

 .................................................................................... 

2019ورة )د [31] 2) ليكن f  0[المعرف على, [I    وفق
ln

( )
x

f x ax b
x

  . 

a,عين  .1 b  (1,0)في النقطة  علماً أن المماس للخطA  يوازي
3yالمستقيم  x. 

4الذي معادلته  dلماذا المستقيم  .2 4y x   ؟مقارب للخط 
 .و dوادرس الوضع النسبي للخطين 

 ل:الح

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

........ ............................................................................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

............. .......................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 
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I[1,4]معرّفاً على المجال  fتابعاً  نتأمّل [32]   وفق
( ) lnf x ax b c x   حيث a وb وc  أعداد حقيقية

 
ⓐ  َّأثبت أنf  اشتقاقي علىI  واحسب تابعه المشتق( )f x. 
ⓑ  جد قيمa وb وc   ثم اكتب عبارة( )f x. 

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

........................ ............................................................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

.................................................................................... 

 تمارين عامة محلولة
 

[33] f وg  المعرفين على المجال] 1, [I    وفق
( ) ln( 1)f x x  و( )

1

x
g x

x



.  

ⓐ  َّأثبت أن( ) ( )g x f x اً يكن أيx  منI. 
ⓑ  أثبتCg  0يقبلان مماساً مشتركاً في النقطة التي فاصلتهاx . 

)لدينا  ⓐ الحل: ) ln( 1)f x x  و( )
1

x
g x

x



.  

)بالصيغة  Iالمعرف على  hنشكل التابع  ) ( ) ( )h x f x g x  . 

2 2

1 1
( )

1 (1 ) (1 )

x
h x

x x x
   

  
 . 

1 0

( ) 0

( ) 0

x

h x

h x

 

   

)0نستنتج من جدول التغيرات  )) (0hh x    أياً كانتx  منI . 
)(ومنه  ()f gx x  أياً يكنx  منI. 
ⓑ  (0)لدينا أن (0) 0f g  نه وم 0,0  نقطة مشتركة بين

المماس في النقطة  ولإيجادالخطين  0,0  (0)نجد (0) 1f g   
yومنه  x  هو مماس مشترك للخطينfC وgC بدأ.في الم 

المعرف على المجال  fالخط البياني للتابع  C ليكن  [34]
]1, [I    2وفق( ) ln( 1)f x x x   
ⓐ أنَّ  أثبتf  متزايد تماماً علىI. 
ⓑ أنَّ المعادلة  أثبت( ) 0f x   ًتقبل حلًا وحيدا ّثم أثبت أن .
1

1 1
e

   . 

)ⓐ 2 الحل: ) ln( 1)f x x x   1[ل على المجا, [I   

2

1
( ) 1 0

1
f x

x
   


 . Iمتزايداً تماماً على  fومنه يكون  

ⓑ 
1

lim ( )
x

f x


  وlim ( )
x

f x


   ومنه[( ) ] ,f I     
)أي للمعادلة  ) 0f x   حل وحيد  ينتمي إلىI . 

 
1

1 1 1 1

1

1

1 1 ln 1 1 0
1 1

lim ( )
x

e
f e e e e

e

f x


   





        
 

 

 نجد  Iمتزايداً تماماً على  fولان 
1

1

1
[0 (]1, 1 ) ][ ,

1 1

e
f e

e





   

 
11أي   1 e    

fثم احسب  Iاشتقاقي على المجال  fأثبت أنَّ التابع  [35] . 
① ln(ln ))( ) ln( xf x   و] , [I e . 
② 1

ln
( ) ln

x

x
f x

 
 
 

  1[و, [I  . 

O
x

y

1

1

2

3 4 ln 2

3 4
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ln(ln ① الحل: ))( ) ln( xf x   و] , [I e . 
ln(lnالتابع  ))( ) ln(x xf x   اشتقاقي علىI لان 
lnx x  اشتقاقي على] , [I e   ويكون التابع

: ln(ln )u x x  اشتقاقياً علىI  
xو  e  أيln ln 1x e   ومنهln(ln ) ln1 0x   

1               ق يكون والمشت
( )

ln lnln
f x

x x x
 

 
. 

1التابع  ②

ln
( ) ln

x
x

x
f x

 
 
 

  اشتقاقي علىI لان 

  1

ln

x
x

x

  اشتقاقي علىI .وموجب تماماً عليه 

)lnو  )x x  1[اشتقاقي على, [I   . 

2

ln 1 ln ln 1
( )

ln 1 ( 1)ln

x x x x x x x
f x

x x x x x x

   
   

 
 

[36] a وb عددين حقيقيين موجبين تماماً يحقّقان 
 

2
(

ln ln
ln

3
1)

a b a b  
 

 
aاحسب  

b
. 

   الحل:
ln ln 1 1

ln (ln ln ) ln( ) ln
3 2 2 2

a b a b
a b ab ab

  
     

 
 

ln أي ln
3

a b
ab

 
 

 
أو  

3

a b
ab


  

)2 نربع ) 9a b ab  وبفك الاقواس نجد 
2

2 27 0 7 1 0
a a

a ab b
b b

 
       

 
 

 باستعمال طريقة المميز نجد أن لهذه المعادلة جذران موجبان هما 
7 3 5

2

a

b


 7أو 3 5

2

a

b


 

[37] a  جملة المعادلتين: 2عددٌ حقيقيٌّ موجبٌ تماماً. حل في 
2

2 2 25
(ln ) (ln ) (

(1)

(n ) 2l )
2

xy a

x y a

 



 


 

0x في حالة الحل:  0وy  .لدينا 
2

2 2 25
(ln ) (ln ) (ln )

2

xy a

x y a

 



 


⑴

⑵
 

. نأخذ لوغاريتم ⑵في المعادلة  lnyو lnxبسبب وجود المقدارين 
 فنجد  ⑴طرفي المعادلة 

2 2 2

ln ln 2ln

5
(ln ) (ln ) (ln )

2

x y a

x y a

 



 


⑴

⑵
 

lnXنضع    x  وlnY y  :فتصبح الجملة 

 
22 2

2ln

5
ln

2

X Y a

X Y a

  



 






⑴

⑵
 

2lnYنجد  ⑴من المعادلة  a X  نعوض في المعادلة  .⑵ 
 فنحصل على 

 

 

22 2

22

5
(2ln ) ln

2

4 8ln 3 ln 0

(2 ln )(2 3ln ) 0

X a X a

X aX a

X a X a

  

  

  

  

lnللجملة حلين هما  3ln
( , ) ,

2 2

a a
X Y

 
  
 

 

3lnو ln
( , ) ,

2 2

a a
X Y

 
  
 

 

أي الحلين   ( , ) ,x y a a a و ( , ) ,x y a a a 

أيوجد عددان موجبان تماماً ومختلفان يحقّقان  [38]
l

(
n

1)
lna a

b b
 ؟ 

ln لدينا   الحل:

ln

a a

b b
 وهي تكافئ ln lna b

a b
  لذلك نشكل التابع

ln
: , ( )

x
f f x

x



    

0
lim ( )
x

f x


   لأن
0

1
lim
x x

   و
0

limln
x

x


  . 

lim ( ) 0
x

f x


  لأنln
lim 0
x

x

x
 و .

2

1 ln
( )

x
f x

x


  . 

)و ) 0f x   عندx e 1و( )f e e. 

1

0 1

( ) 0

( ) 0 0

x e

f x

f x e 



   



 

)نناقش حلول المعادلة  )f x m . نلاحظ من الرسم البياني للتابعf 
 ما يأتي:

1في حالة  -
m

e
   لا يوجد حل أيS  . 

1في حالة  -
m

e
  حل وحيد أي{ }S e. 
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x

y

O

d

5

4

1في حالة  -
0 m

e
   يوجد حلان{ , }S a b  حيثa  هو

) ةالحل الوحيد للمعادل )f x m  0[الذي ينتمي إلى, [e وb  هو
)الحل الوحيد للمعادلة  )f x m  الذي ينتمي إلى] [,e  . 

0mفي حالة  -   يوجد حل وحيد أي{ }S a  حيثa  هو الحل
,0[الوحيد الذي ينتمي إلى المجال  [e . 

)ومنه يكون للمعادلة  )f x m  حلان مختلفان اذا وفقط اذا كان
1

0 m
e

  . 

/0,1[من  mنستنتج أنه مهما كانت  [e  يوجد عددان مختلفانa وb 
)يحققان  ) ( )f a f b m . 

)2lnأنَّ المتراجحة  أثبت [39] ) ln(1 ) (ln2)x x    ًمحققة، أيَّا
 .]0,1[من  xيكن

)2lnثبات صحة المتراجحة لإ  الحل: ) ln(1 ) (ln2)x x    نقوم
وفق  ]0,1[المعرف على المجال  fبدراسة تغيرات التابع 

( ) ln ln(1 )f x x x . 
 فر: لديناعند الص

  
0 0

ln(1 )
lim ( ) lim ln 1 (0) 0
x x

x
f x x x

x 

 
      

 
  

ln(1 عند الواحد: لدينا ( 1))
( ) (1 )ln(1 )

( 1)

x
f x x x

x

 
    


  

ومنه 
1

lim ( ) 0
x

f x


 لان 

1 1

ln(1 ( 1))
lim 1, lim(1 )ln(1 ) 0

( 1)x x

x
x x

x 

 
   


 

1 1 (1 )ln(1 ) ln
( ) ln(1 ) ln

1 (1 )

x x x x
f x x x

x x x x

   
     

 

1
2

2

0 1

( )

( ) 0 (ln2) 0

x

f x

f x

   

 كان  ]0,1[مجال من ال  xومنه مهما كانت 
 2ln ln(1 ) (ln2)x x   
,4[المعرف على المجال  fليكن للتابع  [40] [I    وفق

1
( ) 5 2 3ln

4

x
f x x

x

 
    

 
 

5معادلته الذي  dأثبت أنَّ  ① 2y x   مقارب للخطC. 
 .dومقاربه  Cالنسبي للخط  الوضعادرس  ②
م جدولًا بها. ثُمّ ارسم في معلمٍ واحد المستقيم  fادرس تغيرات  ③ ونظِّّ
d  ثم الخط البيانيC. 
)أثبت أنَّ المعادلة  ④ ) 0f x   ًتقبل حلًا وحيدافي  ، واحصره

 .1مجال طوله يساوي 

 لنتأمل : ①الحل:
1 5

( ) ( ) (5 2 ) 3ln 3ln 1
4 4

x
x x x

x x
h f

   
     

    
   

5
ln 1

4
lim ln1 0
x x

 
 

 
  ومن ( )lim 0

x
h x


  فالمستقيم

: 5 2d y x   مقارب في جوار. 
5لدينا  ②

1 1
4x

 


)نجد  Iمن  xفي حالة   ) 0h x   على

I  والخط البيانيC  يقع فوقd. 
③

4

1
lim

4x

x

x





وlimln

X
X


   

 ومنه
4

lim ( )
x

f x


   الشاقولي فالمستقيم 
4x   مقارب لخط. 

1كان  ولما
limln

4
ln1 0

x

x

x

 
 

 
  

lim ( )
x

f x


 . 
)لحساب  )f x نلاحظ أن 

 
( ) 5 2 3(ln( 1) ln( 4))f x x x x      :فيكون 

3 3 15
( ) 2 2 0

1 4 ( 1)( 4)
f x

x x x x
        

   
 

4

( )

( )

x

f x

f x

 

 



 

 هي  fأن مجموعة قيم التابع  fجدول تغيرات نجد في  ④
)والتابع متناقص تماماً فللمعادلة  ) 0f x   حل وحيد وليكن  ينتمي

 . نحسب Iإلى المجال 

7
2

(5) 3ln6 5 0.375

(6) 3ln 7 3.34

f

f

  

   
 

5إذن  6 . 
1المعرف على بالعلاقة  f ليكن [41]

( ) ln
3

x
f x

x

 
  

 
. 

 .]1,3[هي  fDولتكن  fتحقّق أنَّ مجموعة تعريف  ①
 .Cهي مركز تناظر للخط  A(2,0)أثبت أنَّ النقطة  ②
 عند كل طرف من أطراف مجموعة تعريفه. fاحسب نهاية  ③
م جدولًا بها. وارسم الخط  fادرس تغيرات  ④   Cونظِّّ

1عندما يكون  fالتابع  ①الحل:
0

3

x

x





وهذا يكافئ قولنا  

( 3)( 1) 0x x   ومجموعة حلول هذه المتراجحة هي المجال .
fD]1,3[. إذن ]1,3[ . 
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)التابع  ② ) 4x s x x   تابع متناقص تماماً ومنه
 ]1,3[ ] (3), (1)[ ]1,3[s s s   أي إذا كانfx D  كان

( ) (4 ) fs x x D  . 
4 1 1

(4 ) ( ) ln ln
3 4 3

3 1
ln ln

1 3

3 1
ln ln1 0

1 3

x x
f x f x

x x

x x

x x

x x

x x

     
      

     

    
    

    

  
    

  

 

 .Cمركز تناظر للخط  A(2,0)ومن السابق نجد تكون النقطة 
③ 

1
lim ( )
x

f x


  1. ومنه : 1d x   مستقيم مقارب للخطC. 

3
lim ( )
x

f x


  . ومنه 

2 : 3d x   مقارب للخطC. 

2

1 1
( )

1 3

3

2 3

(3 ) 1

2

( 1)(3 )

x
f x

x x

x

x

x x

x x

 
     




 

 


 

④

 

 
*المعرف على المجال  fالبياني للتابع  الخط Cليكن  [42]

 وفق 
1 1

( ) ln 1
1

f x
x x

 
   

 
. 

احسب  ①
0

lim ( )
x

f x


)و   )lim
x

f x


 ؟C. ما مقاربات الخط 
م جدولًا بها، ثم ارسم الخط  fادرس تغيرات  ②  .Cونظِّّ

0① الحل:
lim ( )
x

f x


   ومنه محور التراتيب مقارب للخط .. 
lim ( ) 0
x

f x


 ومنه محور الفواصل مستقيم مقارب للخط .. 
 نلاحظ أن ②

 2

1

21

2 2

1 1
( )

1 (1 )

1 1 1

(1 ) (1 ) (1 )

x
x

f x
x

x x x x x

   
 


  

  

 

 
 
 
 

 
I*على  fادرس التابع  [43]  وارسم خطه البياني ،C. 

① ( ) ( 1)lnf x x x  .② 1
( ) lnf x x x

x
 . 

) تغيراتدراسة  ① الحل: ) ( 1)lnf x x x   على


. 

 
0

lim ( )
x

f x


  ومنه محور التراتيب مستقيم مقارب للخط .. 
limوكذلك  ( )

x
f x


 . 

1لدينا  Iوعلى  
( ) ln 1f x x

x
     

 
 
 

1دراسة   ②
( ) lnf x x x

x
   على

. 

0
lim ( )
x

f x


  ومنه محور التراتيب مستقيم مقارب للخط .. 
lim ( )
x

f x


 . 

لدينا  
2

1
( ) 1 lnf x x

x
     

 

 
,0[المعرف على  fليكن  [44] [I    1وفق ln

( )
x

f x
x


. 

م جدولًا بها، ثم ارس fادرس تغيرات  ①  .Cم الخط ونظِّّ
 النقاط المعرّفة كما يأتي: 4Mو 3Mو 2Mو 1Mلتكن  ②

x

y

2

1

1 2O

x

y

1

1

2O

0 1

( ) 0

( ) 1

x

f x

f x



  

 

1 3

( )

( )

x

f x

f x

x

y

1 3

1

O
A
2

1
d

2
d

x

y

1 2

1

2

O

0

( )

( ) 0

x

f x

f x







0

( )

( )

x

f x

f x



 

 
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 1M  نقطة تقاطعC .مع محور الفواصل 
 2M  نقطة منC .مماسه منها يمر بمبدأ الإحداثيات 
 3M  نقطة منC .مماسه منها يوازي محور الفواصل 
 4M  نقطة منC  ينعدم فيها المشتق الثاني للتابعf. 

 احسب فواصل هذه النقاط.
 أثبت أنَّ تلك الفواصل هي أربعة حدود متعاقبة من متتالية هندسية.  ③

0① الحل:
lim ( )
x

f x


  .0 ومنهx   مستقيم مقارب للخطC. 

 
lim ( ) 0
x

f x


 0. ومنهy   مقارب مستقيم 

2

ln
( )

x
f x

x


  

)ينعدم  )f x  1عندx  وإشارته تعاكس إشارة .lnx  
0 1

( ) 0

( ) 1 0

x

f x

f x

  





 

التي تحقق فاصلتها  1Mمع محور الفواصل في  Cيتقاطع  ②
1x   1 إذن

1

1
x e

e

 . 

2فيكون ترتيبها   2x بى 2Mفاصلة  نرمز
2 2

2

1 ln
( )

x
y f x

x


  

2ويكون ميل المماس عندها 
2 2

2

ln
( )

x
f x

x


  فمعادلته 

 2 2 2( )( )y y f x x x   2أي 2
22

2 2

1 ln ln
( )

x x
y x x

x x


   

معادلته أي  (0,0)يمر هذا المماس بالمبدأ إذا حققت النقطة 
2 2

22

2 2

1 ln ln
0 (0 )

x x
x

x x


    

22ln 1 0x    1/2ومنه

2 1/x e e  2. وهي فاصلةM. 
  مماسC  3عند 3 3( , )M x y  يوازيOx  3إذن( ) 0f x  ومنه .

3 1x   3وهي فاصلةM . 
  4لتكنx  4فاصلةM . لدينا

3

2ln 1
( )

x
f x

x


    ينعدم( )f x 

2lnعند حلول المعادلة  1x   1/2ومنه

4x e e  وهي فاصلة .

4M .  فواصل  1هي

1
x

e
 2

1
x

e
 3 1x  4x e. 

1نستنتج  ③ 2 3 4( , , , )x x x x  هي أربعة حدود متوالية من متتالية
21/لأن  eهندسية. أساسها  k

ix e
e e

 1,2,3,4حيثi   . 

fD{0,1}\التابع المعرف على  fليكن   [45]   وفق
1

( ) ln
2

x x
f x

x


   وليكن ،C خطه البياني. 

أثبت أنَّ النقطة  ① 1 1
2 4
,A   هي مركز تناظر الخطC. 

 على مجموعة تعريفه. fادرس تغيرات  ②
1الذي معادلته  dأثبت أنَّ  ③

2
y x  قارب. وادرس الوضع م

 .Cارسم   ثم النسبي
1كان  fDعنصراً من  xومنه إذا كان  ① الحل: x  ًأيضاً عنصرا
 ننا حساب وأمك fDمن 

1 1 1 1
( ) (1 ) ln ln

2 2 1

1 1 1
ln

2 1 2

x x x x
f x f x

x x

x x

x x

   
      



 
      

 

 

 من تحقق الشرطين : 
1كان  fDمن  xأياً كان   (1) x   عنصراً منfD  

(2) ( ) (1 ) 1

2 4

f x f x 
   

نجد النقطة  1 1
2 4
,A   هي مركز تناظر للخط البياني للتابعf. 

1ندرس على كل من المجالين  ②
2
,1   و 1, النقطة  لان

 1 1
2 4
,A  .هي مركز تناظر 

  1على المجال
2
,1    1لدينا 1x x

x x
   

1
( ) ln ln(1 ) ln

2 2

x x x
f x x x

x

 
        

 
 

ولدينا 
1

lim ( )
x

f x


   1ومنهx   مستقيم مقارب للخط للتابعf . 

1وكذلك فإن   1 1
( )

2 1
f x

x x
    


 

1وهو سالب تماماً على المجال 
2
,1    لأنه يساوي مجموع ثلاثة مقادير

 سالبة تماماً. 

 
  على المجال 1,  1لدينا 1x x

x x

 
  

1
( ) ln ln( 1) ln

2 2

x x x
f x x x

x

 
        

 
 

1
lim ( )
x

f x


   1ومنهx   مستقيم مقارب للخط للتابعf . 

x

y

O
1M

2M

3M
4M

1
2
9
2
1
4

1

( )

( )

x

f x

f x
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lim ( )
x

f x


  . 
21 1 1 2 (1 )

( ) (2 )
2 1 2( 1) 2( 1)

x x x
f x x

x x x x x x

  
       

  
 

)ينعدم  )f x  على المجال 1,  2عندx  . 

 
1لدينا  ③ 1

( ) ln ln1
2

x x
f x

x x


    

ولدينا  2
lim ( ) 0x

x
f x


   و 2

lim ( ) 0x

x
f x


   

1ومنه 
2

:d y x   مستقيم مقارب عند  و . 

)والمعادلة  ) 0
2

x
f x     1تكافئ

1 1
x

   1وهذا يكافئ

2
x  . 

1 1 1
0 2 0 2

2

1 1 1
1 1 1 1 1 ln1 0

x
x x

x x x

        

          

 

 
 
 

على كل من  Cبعد رسم 
1المجالين 

2
] ,1[و ]1, [ 

نستفيد من الخاصة التناظرية 
 لنتمم الرسم.  

 
 
 

 
 
 
*التابع المعرف على  f ليكن [46]

fD   وفق
2

ln
( )

x
f x

x
 ، 

ⓐ  ادرس تغيراتf .ونظم جدولًا بها 
ⓑ  لتكنA  النقطة من الخطC  جد معادلةً 1التي فاصلتها .

 . C. ثم ارسم Aفي النقطة  Cالمماس للخط  ATللمستقيم 
ⓒ  لتكنB  نقطة من الخطC  فاصلتهاu َّأثبت أن .

3 1 2ln 0u u    هو الشرط اللازم والكافي ليكون المماسBT 
yالذي معادلته  موازياً للمستقيم  Bفي النقطة  Cللخط  x. 

ⓓ  3حل المعادلة 1 2ln 0u u   َّثم  استنتج أن .A  هي
yموازياً للمستقيم  يكون المماس فيها Cالنقطة الوحيدة من  x. 

  الحل:

ⓐ 
0

lim ( )
x

f x


  0محور التراتيب الذي معادلته . ومنهx  
 .مقارب للخط مستقيم 

lim ( ) 0
x

f x


 0الذي معادلته  الفواصلمحور . ومنهy   مستقيم
 .ب للخط مقار 

 لدراسة التغيرات نحسب المشتق : 
3

1 2ln
( )

x
f x

x


. 

)ينعدم المشتق  )f x 1 عندما 2ln 0x  أي في حالة ،
x e:وهذا يتيح لنا وضع جدول التغيرات الآتي . 

1
2

( ) 0

( ) 0
e

x e

f x

f x

 

 



 

ⓑ  معادلة المماسAT  (1,0)أي  1في النقطة التي فاصلتهاA  هي
(1) (1)( 1)y f f x    1أيy x . 

جاور ونجد في الشكل الم
 الرسم المطلوب.

   
 
 
ⓒ  معادلة المماسBT 

في النقطة التي فاصلتها 
u  هي( ) ( )( )y f u f u x u   وميله ،( )f u يوازي هذا .

yالمماس المستقيم الذي معادلته  x  ًإذا وفقط إذا كان ميله مساويا
الواحد أي إذا وفقط غذا تحقق الشرط 

3

1 2ln
1

u

u


   وهذا يكافئ

3 2ln 1 0u u  . 
ⓓ   3لنتأمّل التابع( ) 1 2lng x x x   ولنلاحظ أنّه يساوي ،

ابعين متزايدين تماماً على مجموع ت


lnxهما التابع   x 

3و 1x x  فهو إذن تابعٌ متزايدٌ تماماً على ،


.  من الواضح 

(1)أنّ  0g ،  ّلأننا نعرف مسبقاً أن(AT  يوازي منصف الربع الأوّل
 1، إذنu   حلٌّ للمعادلة المدروسة(. وعليه لأنّ التابعg  ٌمتزايد

1uتماماً كان الحلّ   ة هو الحلّ الوحيد للمعادل( ) 0g x . 
هو المماس الوحيد  Aفي  للخط  ATأنَّ المماس  مما سبق ستنتجن

 .الذي يوازي المستقيم 

ln2 1

1 2

( ) 0

( )

x

f x

f x

1
2

0 1

|

x  

 dتحت  dتحت  dفوق  dفوق 

x

y

1

1 2

1

1

d

O
A

xO

y

1 2

1

e
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)في معلم متجانس  [47] ; , )O i j ، هو الخط البياني للتابع f 
المعرف على  0,   :وفق 

2 3
ln , 0

( ) 2 2

0, 0

x
x x

f x

x

  
   

  
 

 

ⓐ  احسب نهاية( ) (0)f x f

x

  عندما تسعىx  إلى الصفر؟

0xاشتقاقي في  fواستنتج أنَّ  . 
ⓑ ادرس تغيراتf .ونظم جدولًا بها 
ⓒ  1في النقطة التي فاصلتها  مماس الخط  ليكنx   ،منه

 جد معادلةً لهذا المماس.
ⓓ  ولهذا والمماس  نهدف هنا دراسة الوضع النسبي للخط .

على المجال  hنعرف التابع  0,   بالعلاقة
1

( ) ( )
4

h x f x x   ادرس، إشارة .( )h x  لتستنتج إشارة

( )h x  ومن ثَمّ إشارة( )h x . 
ⓔ في نقاط تقاطعه مع محور  ومماسات  م المماس ارس

 .الفواصل ثم ارسم 
  الحل:

ⓐ   0في حالةx   لدينا المقدار( ) (0)f x f

x

 يثح 
( ) (0) ( ) 3 1 3

ln ln
2 2 2 2

f x f f x x
x x x x

x x

    
       

   
 

0

( ) (0)
lim 0
x

f x f

x


 . 

0xاشتقاقي عند  fفالتابع    (0)و 0f  . 
  ⓑlim ( )

x
f x


  

(0)لدينا     0f   0. وفي حالةx  :لدينا 
( ) ln (ln 1)f x x x x x x     

)نعدم ي   )f x  0عندماx   وx e. 

2

0

( ) 0 0

( ) 0 /4

x e

f x

f x e

  





 

ⓒ  معادلةT  (1)هي (1)( 1)y f f x    1أي
4

y x . 
ⓓ  1نعرف

( ) ( )
4

h x f x x    فيكون 
( ) ln 1

( ) ln 1

( ) ln

h x x x x

r x x x x

r x x

   

  

 

 

 هو rجدول اطراد التابع

0 1

( ) 0

( ) 0

x

r x

r x

  



 

)ون ومنه يك ) 0r x    أي( ) 0h x   فهو متزايد تماماً وينعدم
 بالتجريب عند الواحد.

0 1

( )

( ) 0

x

h x

h x

C

  



 

ⓔ الرسم. 

 
 المعرف على  التابعليكن  [48]


) فقو   ) ln 1f x x x   ، 

a)  0استنتج في حالةx   صحة المتراجحة 
1ln(1) x x  

b) 1برهن أنّه في حالة  (1) بالاستفادة منt  ،  يكون
ln(1 ) tt . 

c)  1وكذلك باختيار

1
x

t



1t، أثبت أنّه في حالة   ،  يكون

ln(1 )
1

t
t

t
 


. 

d)  ليكنp  1عدداً طبيعياً موجباً تماماً. ولنضع
x

p
.   أثبت

1 أنّ  (2)انطلاقاً من  1
n

1

1
l

p

p pp

 




 


. 

e)  1نعرّف( )n nu   1بالعلاقة 1 1

1 2 2
nu

n n n
   

 
 .

nأثبت أنّ 
1

2
l 2 nnu

n
u  . 

f)  ّ1استنتج أن( )n nu   متقاربة من العددln2. 
g)  احصر العددln2  10باختيارn . 

  الحل:

a) 
0

(ln )lim
x

x


   و
0

(1 ) 1lim
x

x


  إذن ،

0
( )lim

x
f x


 . 

x

y

1 2 3 4 5

1

1

e

T T تحت   فوق 
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 ، فلديناأمّا في جوار 
l

(
n 1

) 1
x

f x
x x

x
 

   
 

. 

lnولأنّ  1
lim 0, lim 0
x x

x

x x 
 ،  ّاستنتجنا أن

lim ( ) ( 1)
x

f x


    . 

  يحسب مشتقf  1بسهولة بالعلاقة
1(

1
)

x

x x
f x


   ،

1)فإشارته تتفق مع إشارة  )x  على


، ومنه جدول التغيرات 

 الآتي:
0 1

( ) 0

( ) 0

x

f x

f x



  

 

 

)أنَّ  fنجد من جدول تغيرات  ) 0f x   أياً كانx  من


 ،

lnأي  1 0x x   (1). ومنه المتراجحة. 
b) 1 في حالةt    1يكون 0x t    (1)وبالتعويض في، 

ln(1فنحصل على  ) tt . 
c) 1يكون  وكذلك

0
1

x
t

 


نحصل على  ،(1)وبالتعويض في ، 

1
1 1

ln
1 1t t

 
  

 



ln(1، أي  )

1

t
t

t
  


أو  

ln(1 )
1

t
t

t
 


. 

1tنستنتج إذن صحة المتراجحة: في حالة      لدينا
l( n2) (1 )

1

t
t t

t
  


 

d)  1نختار
t

p
  فنحصل على (2)في المتراجحة ، 

1 1 1
ln

1

p

p p p

 







 

 

e)  ّنلاحظ أولًا أنnu  هي مجموعn  كسراً هي مقاليب الأعداد الواقعة
1nبين   2وn . 
 

ينتج من ذلك وباستعمال الطرف الأيسر أي 
1 1

ln
1

p

p p

 
  

  
 لمتراجحة السابقة أنّ من ا 

 
1وبالمثل، بالاستفادة من الطرف الأيمن أي  1

ln
p

p p

 
 

 
من  

1المتراجحة السابقة، وملاحظة أنّ  1 1

2 2n n n
  ّومن ثمّ فإن ،

1

2
nu

n
  هي مجموعn  كسراً هي مقاليب الأعداد الواقعة بينn 

2و 1n نجد . 

 
1وهكذا نكون قد أثبتنا صحة المتراجحة 

ln2
2

n nu u
n

   

1nفي حالة  . 
f) قة بالصيغة يمكن كتابة المتراجحة الساب

1
ln2 ln2

2
nu

n
   ّوباستعمال مبرهنة الإحاطة نستنتج أن ،

lim ln2n
n

u


   1لأن
0

2
lim
n n

. 

g) 10المتراجحة السابقة بوضع  نستعملn  فنحصل على ،

10 10

1
ln2

20
u u  اب ، نستعمل آلة حاسبة لحس

10

1 1 1

11 12 20
u     ، 

100.668فنجد  0.669u   
0.668إذن  ln2 0.669 0.05   ، 

0.669ومن ثَمّ  ln2 0.719 . 
 

1 1 1 1

1 2 2 1 2

1 2 2 1 2
ln ln ln ln

2 1

2

1

1

1 2 2 2 1
2 2

ln
2 2

2
ln l 2

1

n

nu n n n n

n n n n

n n n n
n n

n

n

n

n

n n
n

n

 p n  1p n  2 2p n  2 1p n

1 1 1 1 1

2 1 2 2 2 1

1 2 2 1 2
ln ln ln ln

1
1 2 2 2 1
2 2

ln
2 2

2
ln

2

1 1

n2

1

2

l

nu n n n n n

n n n n

n n n n
n n

n n
n

n

n

n

n

n

 p n  1p n  2 2p n  2 1p n
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 التابع الأسي
 التابع الاسي النيبري:  .1
  مجموع  إلى جداء ونرمز له اليحول  تابعهوe  حيث

  :   0 , :  ]  [  xf f x e   
  واشتقاقي على  هو تابع متزايدٌ تماماً على 

22.7قيم تقريبية:   , 7.4e e  
  التي تجعل المقدار المعطى معرفاً: xالآتية عيّن قيم  الحالاتفي  [1]

1 1
( 2 1

3 1
ln )x x

x x
e e

e e
 

 
⑷ ⑶ ⑵ ⑴ 

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

................................................................................... 

 ....................................................................................

.................................................................................... 

...................................... ..............................................

.................................................................................... 

    :الاسيالتابع  خواص .2

0 ln

(

1,  

)

0 ln   

a
a b a b a b a b a

b

x x x

be
e

xe

e e e

e e

e e
e

xe

   





   

ط كلًا من العبارات الآتية :1مثال  عدد حقيقي. x، علماً أنّ بسِّّ
 2 ln8 2 ln8 2 28 8A e e e e e     . 
 

2 2 2

1 ln2 ln2 1 2 2

e e e e
B

e e e e
   


. 

 2 3 2 3x x x x xC e e e e     . 
ط  [2]   الأعداد الآتية: كتابةبسِّّ

1
ln16

ln32

3 1
ln ln

3 ln52 3

ln2 ln3

ln

e e

D e e e e

B A e e

C




 

  

 



ⓑ ⓐ

ⓓ ⓒ

 

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

................................................................................... 

..................................................................... ...............

.................................................................................... 

................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

 اكتب بأبسط ما يمكن، مبيّناً المجموعة التي تكون معرّفة عليها: [3]
ln( 1) ln ln1

ln(2 )x x x xB e A e e
x

    ⓑ ⓐ
 

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

................................................................................... 

 ....................................................................................

 ....................................................................................

.................................................................................... 

.................................................................................... 
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 yو  xفي كلٍ من الحالتين الآتيتين، قارن بين العددين  [4]

 
3 2

3,
1 1

ln ln ln 2, lnx y x e y e e
e e

   
   
   

    ⓑ ⓐ

 

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

................................................................................... 

 ....................................................................................

 ....................................................................................

.................................................................................... 

 ....................................................................................

.................................................................................... 

............................................ ........................................

.................................................................................... 

 .على  المساواة أثبت صحة  [5]
1) ln( 1)ln( x xe xe     

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

................................................................................... 

.................................................................................... 

2 أثبت أنَّ  [6] 2) )( ) ( (x x x xe ef x e e    .ٌتابعٌ ثابت 
 ل:الح

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

...................................................................................  

  .lneلتبسيط الاس يمكن أن نأخذ  حظة:ملا
ط  [7]   الأعداد الآتية: كتابةبسِّّ

11

ln2ln3

12 ln8

ln4
3 ln4

3 2

2
e

e

B A

D C







 

 

ⓑ ⓐ

ⓓ ⓒ

 

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

........................................................ ...........................

 ....................................................................................

 ....................................................................................

.......................................................... ..........................

.................................................................................... 

 ....................................................................................

.................................................................................... 

 ....................................................................................

.................................................................................... 

............................................................ ........................
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 حل المعادلات .3
               الخطوات:

  نوجد شرط الحلE 

 .نوجد حلول المعادلة ثم ندرس انتماء الحلول إلى شرط الحل 
 الآتية: حل المعادلات :2مثال
ⓐ 1/ 1x xe e .  شرط الحل *E . 
1ادلة  تكافئ المع

1x
x

   2أو 1 0x x   ،بالحل 

 1 2

1 5 1 5
,

2 2
x x

   
   1أي 5 1 5

,
2 2

S
     

  
  

. 

ⓑ 2 4 05x xe e  .  شرط الحل E . 
)المعادلة  تكافئ  1)( 4) 0x xe e   1. ومنه, 4x xe e  

0xمن ثَمّ    ،وln4x  .ومنه  0,ln4S . 
ⓒ4 5x xe e   شرط الحل E . 

4
5 0x

x
e

e
   ّ0، ولأنxe  تتغير المتراجحة عند ضرب  لا

2، فهي تُكافئ xeطرفيها بالمقدار  5 4 0x xe e  . 
)أي  1)( 4) 0x xe e  0وينعدم الطرف الأول عند, ln4x x    

0 ln4

( 1)( 4) 0 0x x

x

e e

  

    
 

فمجموعة حلول المتراجحة هي   0,ln4. 
 
 

 حلّ المعادلات الآتية: [8]
22 3 7 3

2 2 1

2 2

1

ln( 2) 3
1 2

5 4 0 4

7 6 0 4 2 0

5

3

x x x

x
x

x

x x x x

x x x x

e e e

e
e

e

e e

e e e e

 



 




   

     

 

 

ⓑ ⓐ

ⓓ ⓒ

ⓕ ⓔ

ⓗ ⓖ

 

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

................................................................................... 

................................................... ................................

 ...................................................................................

 ...................................................................................

....................................................... ............................

 ...................................................................................

 ...................................................................................

........................................................... ........................

 ...................................................................................

 ...................................................................................

............................................................... ....................

 ...................................................................................

 ...................................................................................

................................................................... ................

 ...................................................................................

 ...................................................................................

....................................................................... ............

 ...................................................................................

 ...................................................................................

........................................................................... ........

 ...................................................................................

 ...................................................................................

............................................................................... ....
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 ...................................................................................

 ...................................................................................

................................................................................... 

 ...................................................................................

 ...................................................................................

 ...................................................................................

... ................................................................................

 ...................................................................................

 ...................................................................................

....... ............................................................................

 ...................................................................................

 ...................................................................................

........... ........................................................................

 ...................................................................................

 ...................................................................................

............... ....................................................................

................................................................................... 

 ...................................................................................

................... ................................................................

 ...................................................................................

 ...................................................................................

....................... ............................................................

 ...................................................................................

 ...................................................................................

........................... ........................................................

 ...................................................................................

 ...................................................................................

............................... ....................................................

 ...................................................................................

 ...................................................................................

................................... ................................................

 ...................................................................................

 ...................................................................................

....................................... ............................................

 ...................................................................................

 ...................................................................................

........................................... ........................................

 ...................................................................................

 ...................................................................................

............................................... ....................................

 ...................................................................................

 ...................................................................................

................................................... ................................

 ...................................................................................

................................................................................... 

................................................................................... 

 حل المتراجحات  .4
 الخطوات:

  نوجد شرط الحلE  

 .نوجد حلول المتراجحة ثم نقاطع الحلول مع شرط الحل 
22 الآتية: تراجحةحل الم :3مثال 1 4x xe e   :شرط الحل E . 

22تكافئ المتراجحة   1 4x x    2أو 2 3 0xx   . 

2

3 1

2 3 0 0

x

xx

   

    
 

[حلول المتراجحة هي  3,1[. 
 حل كلّ متراجحة فيما يأتي: [9]

2

2

2 2 1

( 1)( 4)

4 5 5

2 1 3

2 1 3

2 3 0 3

( 2) 2) ln(2 ) 3

1
4

3

0

2(

4 3

x x x x

x x x

x
x

x x

x x x

x x x x

x

x

e e e e

e e e

e
e

e e e

e e ee







 

  

  




  

   

 
 
 









 

ⓑ ⓐ

ⓓ ⓒ

ⓕ ⓔ

ⓗ ⓖ

ⓙ ⓘ

ⓢ ⓡ
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 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................
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....................................................................................
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.................................................................................... 

....................................................................................
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....................................................................................
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 ....................................................................................
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 ....................................................................................

....................................................................................

............................................................... .....................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

.................................................................... ................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

......................................................................... ...........

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

.............................................................................. ......

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

................................................................................... .

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

. ...................................................................................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

...... ..............................................................................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

........... .........................................................................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

 ....................................................................................

 ....................................................................................

............... .....................................................................

................................................................................... 

 ...................................................................................

.................. .................................................................

 ...................................................................................

 ...................................................................................

...................... .............................................................

 ...................................................................................

 ...................................................................................

.......................... .........................................................

 ...................................................................................

 ...................................................................................
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.............................. .....................................................

 ...................................................................................

 ...................................................................................

.................................. .................................................

 ...................................................................................

 ...................................................................................

...................................... .............................................

 ...................................................................................

 ...................................................................................

.......................................... .........................................

 ...................................................................................

 ...................................................................................

.............................................. .....................................

 ...................................................................................

 ...................................................................................

.................................................. .................................

 ...................................................................................

 ...................................................................................

...................................................... .............................

.................................................................................... 

 ...................................................................................

......................................................... ..........................

 ...................................................................................

 ...................................................................................

............................................................. ......................

 ...................................................................................

 ...................................................................................

................................................................. ..................

 ...................................................................................

 ................................................................................... 

 
 

 حل كلًا من المعادلات والمتراجحات المعطاة [10]
ⓐ  2017)دورة 1) 1المعادلة  حل 4 09 3x x  . 
ⓑ 1 3 04 2x x  1، و 3 04 2x x  . 
ⓒ 1 12 02 10 2x x   1، و 12 02 10 2x x   . 
ⓓ 1 73 2 3x x    1، و 73 2 3x x   . 

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................
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.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

 ...................................................................................

....................................................................................

............... .....................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................
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....................................................................................

....................................................................................

 ...................................................................................

....................................................................................

............................ ........................................................
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 ...................................................................................
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 ...................................................................................
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 ...................................................................................
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 ...................................................................................
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.. .................................................................................
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4x ةإشار  لماذا [11]

x
e

e
  مع إشارة( 2)xe   4ثُمّ حل

0x

x
e

e
  

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

.................................................................................... 

 ....................................................................................

.................................................................... ................

 ....................................................................................

....................................................................................

................................................................................... 

 جد الحل المشترك لجملة المعادلتين. [12]

2

3 2 2 2

1
9 1

4 3
2 4

1

3 2 (ln ) (ln ) 10

3 3

3 3

x y x y

x y
x y

x y

e e
e

e e e

x y xy e

e e e x y



    
 

    

    
 

    




ⓑ ⓐ

ⓓ ⓒ
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 نهاية التابع الأسي: .5
 قواعد النهايات

0

0

1
lim 1

lim 0 , lim

lim 0

x

x

n x

x nx x

n x

x

e
e

x

x e
e

e x

e x e





 






 

   

 

 

 : 1في حالة 
o ( 1نجعل ما بين القوسين.)شي + 
o  نأخذlne .وندبلك 
o دة: نستعمل القاع

0

ln(1 )
lim 1
x

x

x

 
 

 
. 

 في حالات عدم التعيين غالباً نتبع
حالة 


و    عامل مشترك أو قواعد : 

حالة  0 نشر أو قواعد : 

0حالة 

0
 : قواعد

 القوانين يساعد في حفظ مخطط

ln
0 1

0
e



   
 


 

 
 

ln

[

l

0

n1  

n

0

ln 0

0

l

ln ]1,

l ] ,1[ 0

]0, [

l

n

n

D

x





 



 





  





 
l

0

n

ln

]0, [

1

0

e

x

x

x

e x

e

e

e

D

e

e

x







 













 

 : كلًا من نهايات التوابع الآتية عند  احسب :4مثال
( ) xf x x e a    ⓐ 

)نكتب  ) 1x

x

x
f x e

e

 
  

 
limومنه .  ( )

x
f x


  

lim لأن  0
xx

x

e
 وlim x

x
e


 . 

2( ) x xf x e e a    ⓑ 
)نكتب  ) ( 1)x xg x e e  منه . وlim ( )

x
g x


   

2 1
( )

1

x

x

e
f x a

e


  


ⓒ 

2) نكتب ) 2
( )

( 1) 1

x x x

x x x

e e e
g x

e e e

 

 

 
 

 
limومنه  . ( ) 2

x
g x


. 

 
 

1/( ) (1 ) 0xf x x a   ⓖ 
1/1/ ln(1 )

0 0 0

ln(1 )
1/ ln(1 ) 1

0 0

lim ( ) lim(1 ) lim

lim lim

xx x

x x x

x
x x x

x x

f x x e

e e e e



  





 

  

   

 

لأن 
0

ln(1 )
lim 1
x

x

x

 
 

 
. 

1
( ) 1

x

f x a
x

 
    
 

ⓗ 
1

ln 1

1
ln(1 )

1 1ln 1
1

1
lim ( ) lim 1 lim

lim lim

x
x

x

x x x

x

x
x x

x x

f x e
x

e e e e

 
 

 

  



 
 

 

 

 
   

 

   

 

لأن 
0

ln(1 )
lim 1
x

x

x

 
 

 
. 

/2
3

( )
1

x
x

f x a
x

 
   

 
ⓘ 

/2
/2 4

ln 1
1

4
ln 1

4 1
4 42 1ln 1

22 1 1

3
lim ( ) lim lim

1

lim lim

x
x

x

x x x

x x
x x

x x

x x

x
f x e

x

e e e

 
 

 

  

 
 

 
   

  

 

 
  

 

  

 

لأن 
0

ln(1 )
lim 1
x

x

x

 
 

 
. 

 : aالآتية عند  جد نهاية كلٍ من التوابع [13]

2

1
3

3
1

1 1
( 1) 0, 0

2

2 3

1
( ) 2 1
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1
( ) ln

1

2
( ) ( ) (2 ) 1

1

( ) ( )

( ) ( )

( )

( )

x
x

x x x

x
x

x

x
x

x

x

e
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x x

xe a e e a

e
f x a x e a
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e
a f x x e a
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f x a f x x a
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f x f x

f x f x

f x

f x











 

 

 


   

     


      




    



 
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
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 اشتقاق التابع الأسي: .6
 ( ) , ( ) lnx x x xe e a a a    
  الحشوة ليست تكون  عندماx الحشوةمشتق نضرب ب 

 eإذا كان الأس يحوي مجهول يجب أن يكون الأساس  ملاحظة:
 لذلك في حالة المعادلة والمتراجحة نأخذ لوغاريتم الطرفين 

 .lneوفي حالة العبارة والتابع نأخذ 
)جد  [14] )f xتية:لكلٍ من التوابع الآ 

2

( ) x xf x e  ⓐ  2ومنه

( ) (2 1) x xf x x e    
2

( ) x xf x   ⓑ  2أي 2( )ln( ) x x x xf x e     
2 ومنه 2( )ln( ) (ln )(2 1) (ln )(2 1)x x x xf x x e x        

)جد  [15] )f x:لكلٍ من التوابع الآتية 

2

2

ln

1
2 )

1
1 )

1

( ) ln

( ) ( ) 3

( ) ( ) (

( ) ( ) ln(

( )

x x

x
x

x

x x

x x

e x e
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


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 ابع الاسي دراسة الت .7
يمكن  مرجعيان، eو lnالتابعان 

 ان نقوم كتابة خواصها دون اثبات.
و  lnالبيانيان للتابعين  الخطان

e  منصف متناظران بالنسبة إلى
 لالربع الأو 

 
)المعرف وفق  fادرس تغيرات التابع  [16] ) xf x e  وارسم. 

 الحل:
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)وفق  المعرف على  f ليكن [17] ) xe xf x . 
ⓐ  المستقيم  أنّ بيّنd  الذي معادلتهy x   مقارب للخطC ؟ 

ⓑ تغيرات ادرسf  م جدولًا بها، ثم ارسم  .Cو dونظِّّ
 الحل:
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وفق  المعرف على  fالخط البياني للتابع  Cليكن  [18]
( 1)( ) xx ef x .  ادرس نهايات التابعf   عند أطراف مجموعة

م جدولًا بها، ثُمّ ارسم  fتعريفه، وادرس تغيرات   .Cونظِّّ
 الحل:

....................................................................................

....................................................................................
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................................................................................... 
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)وفق  التابع المعرف على   f :5مثال ) 2xf x e x   . 
ⓐ  ادرس تغيرات جد المقاربات ثمf  
ⓑ  بيِّّن أنَّ للمعادلة( ) 0f x   وارسم خطه البياني  .حلين في 

). في جوار  ⓐ الحل: ) (1 ) 2x xf x e xe   . 
limنعلم أنَّ  0x

x
xe


 وlim x

x
e 


  ، 

limإذن  (1 )x x

x
e xe


   ّومن ثَم .lim ( )

x
f x


 . 

lim. لدينا في جوار  0x

x
e 


 وlim( 2)

x
x


   ،ومنه 

lim ( )
x

f x


  . 
 lim ( ) ( 2) lim 0x

x x
f x x e 

 
    

d 2ته الذي معادلy x   في جوار  مقارب مائل للخط. 
 و اشتقاقي على  fالتابع  

 ( ) 1 1x x xf x e e e      . 
)ينعدم  )f x 0عند  فقطx  1، وإشارته تُماثل إشارةxe   أي إشارة
x جدول تغيرات ، وهذا ما يتيح لنا وضعf : الآتي 

0

( ) 0

( )
1

x

f x

f x



  

 




 

ⓑحل المعادلة ( ) 0f x : 
f مستمرٌ ومتناقص تماماً على المجال] ,0[ 

إذن ] ,0[ ] 1, [f      0ولمّا كان ] 1, [   فللمعادلة ،
( ) 0f x   حل وحيد في المجال] ,0[. 
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f  0]مستمرٌ ومتزايد تماماً على المجال, [  إذن
 [0, [ [ 1, [f      0ولمّا كان [ 1, [   فللمعادلة ،

( ) 0f x   0]حل وحيد في المجال, [ . 
. ) حلّان في  ) 0f x   وبهذا يكون للمعادلة 

 
وفق  المعرّف على  f ليكن :6مثال

2
( ) exp

1

x
f x

x

 
  

 
 .

 .وارسم خطه البياني  fادرس تغيرات 
0lim الحل: ( ) 1

x
f x e


   .1 ومنهy   في جوارمقارب. 

0lim ( ) 1
x

f x e


  فالمستقيم .d  في جوار مقارب للخط . 

f  اشتقاقي على . 
( )

( ) 2

2 2
( ) 1

( 1)
( )

u x
u x e

f x u x e x
x

  


 . 

)فإشارة  )f x  21تماثل إشارة x  1الذي ينعدم عندx    

1xو   ّكما إن ،
1

2( 1) 1/f e e


   و
1

2(1)f e e . 
1 1

( ) 0 0

( ) 1 1/ 1

x

f x

f x e e

   

    

في  مماسا  1,1/A e و 1,B e صل يوازيان محور الفوا
 ( 1) (1) 0f f    . 

(0)، ميل المماس M(0,1)وفي النقطة  1m f   ، 
1yفالمُماس يوازي منصف الربع الأول ومعادلته  x  نرمز إليه .

 .بالرمز 
 ، Bو Aفي  ومماسي  و dنرسم 

 المدروسة. fقاً صفات محقّ  ثم نرسم الخط 

 
 

  

 aالتابع الأسي ذو الأساس  .8
  للتابع الاسي اخريوجد رمز exp ( )x

aa x  
2 أي: 1

2 32 exp ( ), 3 exp (2 1), exp( )x x xx x e x    

 1تابع اللوغاريتمي اخر هو  يوجد
log ( ) ln

ln
a x x

a
    

2  : أي

1 1
log ( ) ln , log ( ) ln

ln2 ln10
x x x x    

 العكسي لـ  التابعexpa وهloga  أيlog expa a حيث 
aexp  التابع الأسي بالأساسa وloga للوغاريتمي التابع ا

   aبالأساس 
  خاصة: حالةفي  ln e حيثlog ln, expe e e  

)وفق  المعرف على  fادرس تغيرات :7مثال ) 2xf x x  ،
  هوارسم
)ln2لدينا :الحل ) xf x xe  

ln21لدينا  في جوار 
( ) ln2

ln2

xf x x e  

limومنه  ( ) 0
x

f x


 ومحور الفواصل مقارب في جوار ،. 
limلدينا  في جوار  ( )

x
f x


 . 

ln2 ln2 ln2( ) ln2 (1 ln2) 2 (1 ln2)x x x xf x e x e e x x      

)إشارة  )f x  1تماثل إشارة ln2x  الذي ينعدم فقط عند 

1

ln2
x   .و

1
ln2

ln2
1 1 1

ln2 ln2 ln2
f e

e

   
    
 

 
1

ln2

1
ln2

( ) 0

( ) 0
e

x

f x

f x





 

 



 

 
 
 
 

 

 
)2ادرس تغيرات  [19] ) xxf x   وارسم خطه. المعرف على 

 ل:الح

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

 

x

y

1 22 1 O

e

1/ e

1
d

A

B

d

x

y

O

A

1

1

x

y

O
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....................................................................................

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

....... .............................................................................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 
 

2ادرس تغيرات  [20] 2( ) 2x xxf   اكتب معادلة و المعرف على 
)في النقطة التي فاصلتها تعدم مماس ال )f x ..وارسم خطه 

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

........................ ............................................................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 
 

 معادلات تفاضلية بسيطة .9

  هي معادلة تحوي مشتق. مثل  التفاضليةالمعادلةy y . 
 التفاضليةالمعادلة  حل  ,0,a y ay bb     هي

) التوابع ) ax b
f x ke

a
   حيثk عدد حقيقي            

 التفاضلية الآتية:  المعادلاتحلّ  [21]
2 1 3 2

2 3 0 3 5

y y y y

y y y y

    

   

ⓑ ⓐ

ⓓ ⓒ
 

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

.............................................................................. ......

....................................................................................

 ....................................................................................
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....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

 
 ن حل المعادلة التفاضلية الذي يحقق الشرط: عيّ  [22]
ⓐ 2y y  ، والحلf  (0)يحقق الشرط 1f . 
ⓑ 5 0y y  ،  والخطC  بالنقطةللحل يمر ( 2,1)A . 
ⓒ 2 0y y   ،2المماس في النقطة التي فاصلتها  ميل 1هو

2
. 

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

........................................................ ............................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

) لتكن [23] )E  2المعادلة التفاضلية 3 0y y   لتكن .( )E  
22المعادلة التفاضلية  3 1y y x   . 

ⓐ لول عيّن جميع ح( )E. 
ⓑ  عيّن كثير حدود من الدرجة الثانيةf  يُحقّق المعادلة( )E . 
ⓒ  إذا كان بيّن أنّهg  حلًا للمعادلة( )E   كانg f حلًا لـ ( )E. 

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 
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....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

 

3 :  المعادلة التفاضلية نتأمّل [24] 2 xy y e   . عيّن العددa 
xxليكون التابع  ae .حلًا للمعادلة التفاضلية 

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................  

 تمارين عامة

باً يقبل مُقار  المعطى على  fللتابع  Cبيّن أنّ الخطّ البياني  [25]
 .d، عيّنه وادرس الوضع النسبي لهذا الخط بالنسبة إلى dمائلًا 

21 4 1

3 ) 2

( ) ( )

( ) ln( ( )

x x

x x

x e x e

e x xe

f x f x

f x f x

    

  

 

 

ⓑ ⓐ

ⓓ ⓒ
 

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

................................... .................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................
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.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

)وفق  المعرف على  fليكن    [26] ) (3 ) xxf x e . 
ⓐ  ادرس تغيراتf. 
ⓑ في النقطة التي فاصلتها تعدم مماس ال اكتب معادلة( )f x. 
ⓒ  في معلمٍ واحد المماس ارسمd  ثم الخطC. 

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

...... ..............................................................................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

........... .........................................................................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

................ ....................................................................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 
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)2وفق  التابع المعرف على  f ليكن [27] ) 2 x xf x e  . 
ⓐ  ادرس تغيراتf  م  بها. جدولاً ونظِّّ
ⓑ أنَّ للمعادلة  استنتج( ) 0f x   .جذرين، أحدهما يساوي الصفر 
ⓒ إلى الجذر الآخر بالرمز نرمز َّ2. أثبت أن    . 
ⓓ إشارة ادرس ( )f x تبعاً لقيم x . 
ⓔ  أثبت أن: 2y x     ،ثم ارسم مقاربC. 

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

........................................................................... .........

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

................................................................................ ....

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

[28] f  1وفق  المعرف على

1
( )

xe
f x


. 

ⓐ  ما نهايةf  عند كلٍ من طرفي مجموعة تعريفه؟ 
ⓑ تغيرات  ادرسf  وارسمC. 
ⓒ  1استنتج رسم الخط

1
( )

xe
g x


  انطلاقاً منC . 
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 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

................................................ ....................................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

2وفق  المعرف على  f ليكن [29] 3

1
( )

x

x

e

e
f x




. 

ⓐ 1المستقيمان  لماذا : 2d y  2و : 3d y    مقاربان للخطC؟ 
ⓑ تغيرات  ادرسf .م جدولًا بها  ونظِّّ
ⓒ معادلة المماس اكتبT .في نقطة تقاطعه مع محور التراتيب 
ⓓ وضع  ادرسC سبة إلى بالنT. 1ارسم  وd  2وd  وT وC. 

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

................. ...................................................................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

...................... ..............................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 
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....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

\المعرف على  f ليكن [30] 1وفق  {1}
( ) exp

1

x
f x

x

 
  

 
. 

م جدولًا بها. fتغيرات  ادرس  . Cارسم الخط  ونظِّّ
 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

..................................................... ...............................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 
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4وفق  المعرف على  f ليكن [31]

1
( ) 1

xe
f x x


  . 

ⓐ   َّأثبت أن: 1d y x   مقارب للخطC   في جوار. 
ⓑ  َّ3أثبت أن:d y x    مقارب للخطC   في جوار. 
ⓒ  ادرس تغيراتf .م جدولًا بها  ونظِّّ
ⓓ  اكتب معادلة المماسT .في نقطة تقاطعه مع محور التراتيب 
ⓔ  ادرس وضعC  بالنسبة إلىT.  ثُم ارسمd  وd وT وC. 

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

............................... .....................................................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

.................................... ................................................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 
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وفق  المعرف على   fالخط البياني للتابع   C ليكن  [32]
ln )( ) ( x xe ef x . 

a) التابعأنّ  بيّن f تغيرات  ادرسو ، زوجيf  0]على, [I    
b) 2أن  أثبتln 1 )( ) ( xef x x    
c) معادلة المقارب المائل عند  استنتج ثم ارسم .C. 

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 
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1وفق  المعرف على   fليكن  [33]
)

2
( ) ( x xe ef x . 

ⓐ  بيّن أنّ التابعf  فردي، ادرس تغيراتf  وارسم. 
ⓑ  اكتب معادلة المماسd  في المبدأ، وادرس الوضع للخط

 .dوالمستقيم  النسبي للخط 
ⓒ  ليكنm  عدداً حقيقياً. أثبت أنَّ للمعادلة( )f x m  ًحلًا وحيدا
 هذا الحل. . ليكن في 

)أثبت أن المعادلة ثم )f x m  2تكافئ 2 1 0x xmee    و ،
2 أنَّ  1)ln( mm  . 

 الحل:

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 
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....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................  

)2lnالمعرف وفق  f ليكن [34] 1)( ) x xe ef x  . 
ⓐ جدD  2 أثبتوln(1 )( ) 2 x xe ef x x     
ⓑ أن أثبت d  2الذي معادلتهy x  مقارب مائل للخط. 
ⓒ يقبل مماساً وحيداً   الخط أن أثبت .موازياً محور الفواصل 

 منه. 0في النقطة التي فاصلتها  للخط   معادلة المماس  اكتبو 
ⓓ تغيرات  ادرسf .ارسم كلًا من و  ونظّم جدولًا بهاd و و ،

 في المعلم ذاته. ثم ارسم 
 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

 ....................................................................................
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....................................................................................

 ....................................................................................
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 ....................................................................................
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 ....................................................................................
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........... .........................................................................

.................................................................................... 

 ....................................................................................
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.................................................................................... 

 ....................................................................................
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 ....................................................................................
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.................................................................................... 
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[35] C   ٍهو الخط البياني لتابعf  معرفٍ على 
)وفق ) ( ) xf x ax b e ،  حيثa وb اعتماداً . عددان حقيقيان

 على ما تجد في الشكل: 

 
ⓐ  احسب قيمةa وb. 
ⓑ  احسب( )f xي النقطة تستنتج إحداثي، واA للقيمة الكبرى  الموافقة

 .fللتابع 
ⓒ أثبت أنِّّ محور الفواصل مقارب للخطC  في جوار. 

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

.......................... ..........................................................

....................................................................................

 ....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

.................................................................................... 
 

 تمارين عامة محلولة

 . fاحسب التابع المشتق للتابع  [36]

   
2

2

2

2

2

2

2

2 )

1)

1

1

1 )

in cos )

ln

2)

( 3 )

( 1) ( 1) 2

1 1

1

2 cos

( ) ( ( ) (

( ) (

( )

( )

( )

( ) ln( ( )

( ) (s ( )

( )

x

x

x

x

x

x x x x x

x x

x

x

x

x

x

x

x

x

x e

x e

e

x e

x x e

e

e

e e e e

e

e

x x e

e

e e

e

e

e x

f x x f x

f x x

f x

f x

f x

f x f x

f x f x

f x



 













 

 









  

   


















 



 



 

 

 



①

②

③

④

⑤

⑥

2
2

2

2
ln( 1)

1

1
ln( )

( ) ( )
x x

x

x

x

x x

x

e e
e e

e

e x
x

e

f x

f x f x

  





 
 

 
 

 

 ⑦
 

 

بالصيغة   \{1}المعرف على   f تغيرات التابع  ادرس [37]
1

1
( ) exp

x

x
f x

 
 

 
 .وارسم خطه البياني 

1lim  الحل: ( )
x

f x e
 




 1وlim ( )

x
f x e

 




و

1
lim ( )
x

f x


  
و

1
lim ( ) 0
x

f x


 
 لان

1
lim 1

1x

x

x


 


 

1و
lim 1

1x

x

x


 



و
1

1
lim

1x

x

x



 


 

و
1

1
lim

1x

x

x



 


 

1yومنه  e  للتابع  مستقيم مقارب للخط البيانيf . 
1xو    نقطة مقاربة. (1,0)والنقطة  مقارب للخط البياني 

ولدينا 
1

1
2

2
( ) 0

(1 )

x

xf x e
x



  


  

 
)lnوفق  المعرف على  fليكن  [38] 1)( ) xef x  . 

مقاربات  C. هل يقبل الخط وعند  عند  f نهايةجد  ①
)lnوأثبت أنَّ  غير مائلة؟ 1)( ) xef x x    .  َّاستنتج أنC 

 . ، في جوار dيقبل مقارباً مائلًا، وليكن

x

y

2

2
O

A

1 1

1

( )

( ) 0

x

f x

f x e e 

 

  



x

y

O 1

e

1/e
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 .Cثم  d. ثُمّ ارسم في معلمٍ واحد  fادرس تغيرات  ②
 Aعلى بالرموز  1و 1و 0التي فواصلها  Cإلى نقاط  نرمز ③

)يوازي المستقيم  Aي ف C. أثبت أنَّ مماس Dو Bو )BD. 
limبما أن   ①:الحل 0x

x
e 


  فإنlim ( ) ln(1) 0

x
f x


   

0yومنه    .ًمقارباً أفقيا 
limو x

x
e






  ذن إlim ( )

x
f x


  . 

)و ) ln( 1) ln( (1 )) ln(1 )x x x xf x e e e x e         
ومنه lim ( ) ln(1) 0

x
f x x


   . 

yومنه  x   مستقيم مقارب للخطC  للتابعf  في جوار. 
② ( ) 0

1

x

x

e
f x

e






  


 

( )

( ) 0

x

f x

f x

 

 



 
1يساوي  A(ln(2),0)في النقطة   ميل المماس  ③

2
(0)f    .

)يم وميل المستق )BD  يساوي 
1(1) ( 1) 1 1 1 1 1

ln ln
1 ( 1) 2 1 2 2

f f e

e e

    
    

    
 

)و وبما أن  للمستقيمين  )BD  :الميل نفسه استنتجنا توازيهما
( )BD. 

وفق  \{0}المعرف على  fالخط البياني للتابع  Cليكن  [39]
ln| |( ) x xf x e  وليكن .g  وفق  التابع المعرف على

1( ) xg x xe . 
)واستنتج إشارة  gادرس تغيرات  ① )g x

x
 .\{0}على  

 .Cوارسم الخط  fادرس تغيرات  ②
)أثبت أنَّ  ③ ) mf x   تقبل حلّين مختلفين أياً يكنm  من. 

limأن   بما ① الحل: 0x

x
xe


  فإنlim ( )

x
g x


  

limو ( ) 1
x

g x


. 
)ونلاحظ أن  ) ( 1)xg x e x    و( ) 0g x   1عندx     و

1( 1) 1g e   

1

1

( )

( ) 1 1

x

g x

g x e  

  

  

 

 

. ينتج من ذلك أن إشارة موجب تماماً على  gنلاحظ أن التابع 
( )g x

x
 .على  xتتفق مع إشارة  

)هنا لدينا  ② ) ln( )xf x e x   0في حالةx   إذن
lim ( )
x

f x


   ومن ناحية أخرى، لدينا .( ) ln( )xf x e x   
0xفي حالة    إذنlim ( )

x
f x


  .ًأيضا 

أما عند الصفر، فلدينا 
0

limln| |
x

x


   إذن
0

lim ( )
x

f x


  .
0xفمحور التراتيب الذي معادلته   خط البياني مستقيم مقارب للC 

 .fللتابع 
1

: 0

( )
1

: 0

x

x

e x
x

f x

e x
x


 

  
  

 

 
)إذن  )

( )
g x

f x
x

   أياً كانت

x  من . 
 
 
 

 
[مستمر ومتناقص تماماً على  fالتابع  ③ ,0[ .

[)0و , [)m f     إذن مهما كانm  فللمعادلة( )f x m  حل
[في المجال  aوحيد  ,0[ . 

,0[مستمر ومتزايد تماماً على  fالتابع  [ .
,و [)(]0m f    إذن مهما كانm  فللمعادلة( )f x m  حل

,0[في المجال  bوحيد  [. 
)فللمعادلة  من  mومنه مهما كان  )f x m  حلان أحدهما موجب

 تماماً والآخر سالب تماماً.
*التابع المعرف على المجال  f ليكن [40]

  وفق
(3 ln )( ) xe xf x   . 
:ادرس تغيرات  ① ( )xg x e f x. ②  استنتج دراسة

 .fتغيرات 

x

y

O

d A

D

B

0

( )

( )

x

f x

f x

x

y

O

exp

ln| |
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 ① الحل:
1

( ) 3 ln( )xg x e f x
x

x   . 

limو  ( )
x

g x


  و
0

lim ( )
x

g x


  
0xومنه    مقارب للخط البياني للتابعg . 

ولدينا 
2

1 1
( ) 0g x

x x
      

 
0مستمر  متناقص تماماً و gالتابع (]0, [)f   ، 

)للمعادلة  فيوجد حل وحيد  ) 0g x   ويكون( ) 0g x   على
]0, [ و( ) 0g x    على] [,  وكذلك نلاحظ أن .

(0.4) 0.416 0g   (0.5)و 0.307 0g     إذن
]0.4,0.5[  0.45، ومنه . 

②  
0

lim ( )
x

f x


   0ومنهx  البياني  مستقيم مقارب للخط
 . fللتابع 

ln
lim ( ) lim(3 ) 0x

xx x

x x
f x e

e x



 
     لانlim 0

xx

x

e
 

lnو
lim 0
x

x

x
 . 

0yومنه   .مقارب للخط للتابع 
 ( ) ( )xf x e g x ، ولدينا إشارة
g .في الطلب السابق 
 

 
1نتأمّل التابعين  [41] : xx ef 2و : xx ef  وخطاهما ،

)يقطع المستقيم المرسوم من  C2و C1البيانيان  ,0)Am زياً محور موا
 . بالترتيب.Nو Mفي  C2و C1التراتيب الخطين 

 C2و C1 ارسم ①
② 1T  2وT  مماسيC1 وC2  فيM وN  بالترتيب.  اكتب

 متعامدان. 2Tو  1T. واستنتج أنَّ 2Tو  1Tمعادلةً لكل من 
 بالنسبة إلى محور التراتيب.  C1نظير  C2أن  ① الحل:
)هما  Mإحداثيتا  ② , )mm e  وإحداثيتاN  هما( , )mm e. 

)هي  Mفي  C1للخط  1Tمعادلة المماس  )m my e e x m  . 
)هي  Nفي  C2للخط  2Tمعادلة المماس  )m my e e x m   . 

وجداء هذين الميلين  meيساوي  2Tوميل  meيساوي  1Tو ميل 
 ، فالمماسان متعامدان.1يساوي 

) لتكن [42] )E  2المعادلة التفاضلية 3 0y y   لتكن .( )E  
22المعادلة التفاضلية  3 1y y x   . 

ⓐ لول عيّن جميع ح( )E. 
ⓑ  عيّن كثير حدود من الدرجة الثانيةf  يُحقّق المعادلة( )E . 
ⓒ  بيّن أنّه إذا كانg  حلًا للمعادلة( )E   كانg f  حلًا للمعادلة
( )E وبرهن بالعكس، أنّه إذا كان ،g f  حلًا للمعادلة( )E  كانg 

)حلًا للمعادلة  )E  ثم استنتج جميع حلول المعادلة التفاضلية.( )E . 
3الشكل القانوني هو  ①:الحل

2
y y    وحلولها هي التوابع

3
2
x

x ke
  حيثk. 
2xيكون  ② ax bx c   حلًا للمعادلة( )E   ،إذا وفقط إذا

 كان من  xمهما كان 
2 2 22( ) 3( ) 1ax bx c ax bx c x       

3)2أو  1) (3 4 ) 2 3 1 0a x b a x b c       وهذا يكافئ .
1 4 17
3 9 27
, ,a b c    إذن كثير الحدود .

21 4 17
3 9 27

( )x f x x x    للمعادلة هو حل( )E . 
22نعلم  أن            ( ) 3 ( ) 1 ( )f x f x x     

)حلًا للمعادلة  gفإذا كان  )E   كان
22 ( ) 3 ( ) 1 ( )g x g x x     

)وبطرح  ) و( )  2نجد( ) ( ) 3( )( ) 0g f x g f x     أي
gإن الفرق  f  حل للمعادلة( )E . 

gالعكس، إذا كانوب f  حلًا للمعادلة( )E  كان
2( ) ( ) 3( )( ) 0g f x g f x    أي 

22 ( ) 3 ( ) 2 ( ) 3 ( ) 1g x g x f x f x x      
)حل للمعادلة  gأي إن  )E . 

)للمعادلة  حل gإذن  )E   إذا وفقط إذا كانg f  حلًا للمعادلة
( )E  أي إذا وجدk  3بحيث  في

2( ) ( )
x

g x f x ke


   أي إن
)مجموعة حلول  )E  هي 

  
3
221 4 17

3 9 27
:

x
x x x ke k


    

2التابع المعرف وفق  fليكن  [43] 1)( ) ( xxf x x e  ولتكن .
(1) ff    (2)و ff  (3)وf و و( )nf   المشتقات المتوالية

) fللتابع  1)n . 
)(1) احسب ① )xf  (2)و( )xf. 
)أنَّ  أثبت ② ) 2( ) ( )n x

n nx x a x b ef     1مع 2n naa    
1nو  n nb ab   .  َّاستنتج أنna  وnb .أعداد عادية 
)أثبت أنَّ المتتالية  ③ )na  حسابية. استنتج كتابةna  بدلالةn. 

1ثم تحقق من أنَّ  2 2 1n n nb a a a a      ) أياً يكن
( 1n   ثم استنتج كتابةnb  بدلالةn. 

0

( )

( )

x

g x

g x



  

 

0

( ) 0

( ) ( ) 0

x

f x

f x f







  



x

y

O
1

1
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 الحل:

① 
2 (1) 2

(2) 2

1) , 3 )

5 3)

( ) ( ( ) (

( ) (

x x

x

x x

x

f x x e f x x e

f x x e

  

 

 


 

 يحققان nbو naيوجد عددان ” ②
 ( ) 2( ) ( )n x

n nf x x a x b e    أياً كانx“( )E n . 
1naيوجد عددان ”  1وnb  يحققان 
 ( 1) 2

1 1( ) ( )n x

n nf x x a x b e

     أياً كانx“( 1)E n  . 
 (1)E  1صحيحة حيث 3a  1و 0b  (2)، وكذلكE صحيحة 
2حيث   5a  2و 3b  . 

)نفرض أن  )E n يحة صح 
 

 

( 1) ( ) 2 2

2

2 2

1 1

( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) (2 )

( 2) ( ) ( )

n n x x

n n n n

x x

n n n

x x

n n n n n

f x f x x a x b e x a x b e

x a x b e x a e

x a x a b e x a x b e



 

        

    

       

)فالخاصة  1)E n   1صحيحة أيضاً حيث 2n na a   
1nو n na bb   و .( )E n منه صحة الخاصة  أياً كانت قيمةn. 

 عددان عاديان: nbو  naأثبات 
”na  وnb عددان عاديان“( )E n 1”. وna   1وnb   عددان

)“عاديان 1)E n  . 
1صحيحة لان E(1)الخاصة  1) (3,0)( ,a b  .  

)نفرض أن  )E n ونثبت صحة  صحيحة ( 1)E n  
1من المساواتين  2n na a   1وn n na bb     نجد أن( 1)E n  

 صحيحة أيضاً، 
)فالخاصة  )E n  صحيحة أياً كانت قيمةn. 

1نستنتج من المساواة  ③ 2n na a    1أن المتتالية( )n na   متتالية
 . 3يساوي  1aوحدها  2حسابية أساسها 

1من  2( 1)na a n    2نستنتج أن 1na n . 
1nونستنتج من المساواة  nnb ab    أياً كانتn أن 

       
1 2 3 1

2 1 3 4 1

1

2 3

0

n

n

n

n

n n

a a a a

b b b b b b b b

bbb b





   

        

   

  

 ومنه

 
1 1

1 2 1

2

( 1)
2

3 2 1
( 1) 1

2

n
nn

a a
b aa a n

n
n n





    

 
  





 

 

 expالخطان البيانيان للتابعين الأسي  CLو  CE ليكن [44]
 ؟يقبل هذان الخطان مماسات مشتركةبالترتيب. أَ  lnواللوغاريتمي 

 الحل:

⑴  

 
 هي  ETمعادلة   ①⑵

( )a ay e e x a   1)أي ) 0a ae x y e a    . 
1هي  LTومعادلة 

ln ( )y b x b
b

    

1أي
ln 1 0x y b

b
    . 

إذا تناسبت أمثالهما، أي إذا  ETو LTوعليه ينطبق المستقيمان  ②
 تحقق الشرطان 

1ae
b

 1)و ) ln 1ae a b   

lnbأي  a   و( 1) 1aa e a    
1aولأن     ليس حلًا لهذه المعادلة 

ab e  1و

1

a a
e

a

 



. 

⑶①  lim ( )
x

f x


  وlim ( ) 1
x

f x


   1ومنهy   
 . مقارباً أفقياً في جوار 

و
( 1)

lim ( )
x

f x
 

  و
( 1)

lim ( )
x

f x
 

  

1xومنه     مقارب شاقولي للخط البياني للتابعf . 

2

2
( ) 0

( 1)

xf x e
x

    


 

 
 من جدول التغيرات نلاحظ أن: ②
[بع مستمر ومتناقص تماماً على التا , 1[   

,و 1[ , [0 (] ) ]f        
[ينتمي إلى  1aفيوجد جذر وحيد   , 1[   للمعادلة( ) 0f x  . 

[التابع مستمر ومتناقص تماماً على  1, [   
,1و [ 1, [0 (] ) ]f       

x

y

e

e

1

1O

d

1

( )

( ) 1

x

f x

f x
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[ من 2aفيوجد جذر وحيد  1, [   للمعادلة( ) 0f x  . تقبل أي
)المعادلة  ) 0f x   1حلين هماa 2وa. 

③ 

1
( ) ( )

1

1 1 1

1 1 1

1 1
0

1 1

x

x x x

x x

x
f x e f x

x

x x x
e e e

x x x

x x
e e

x x




  



      
       

      

 
    

 

 

1نستنتج من  )( 0f a   1أن( ) 0f a   1ولكن 1, []a    لأن
1 1a   2، ومنه كل منa 1وa  جذر للمعادلة( ) 0f x   في

] 1, [  2، ولكن للمعادلة جذر وحيد في هذا المجال فإن 1a a . 
 Pحقيقياً غير معدوم. نهدف إلى دراسة التابع  عدداً  ليكن  [45]

,0[المعرّف على  [  بالصيغة( )P x x

. 
 متزايد تماماً ومنه: ln التابع ①⑴ الحل:

0فـــــــــــــــــي حالـــــــــــــــــة     يكـــــــــــــــــونlnx x  ،ًمتزايـــــــــــــــــداً تمامـــــــــــــــــا
:lnيكون  ومنه xP x e  .ًمتزايداً تماما 

ــــــــــــــــة  0فــــــــــــــــي حال   يكــــــــــــــــونlnx x  ،ًمتناقصــــــــــــــــاً تمامــــــــــــــــا
:lnومنه  xP x e  .ًمتناقصاً تماما 
0في حالة  ②   :لدينا 

lim ( ) 0
x

P x


  لانlim ln
x

x


   و
0

lim ( )
x

P x


   لان

0
lim ln
x

x


  . 
0في حالة   :لدينا 

lim ( )
x

P x


   لانlim ln
x

x


   و
0

0lim ( )
x

P x


  لان

0
lim ln
x

x


  . 
(0)ولان  0P   كان

0
lim ( ) (0) 0
x
P x P 


   ومنهP  ًمستمرا

,0]على  [. 
,0[التابع اشتقاقي على المجال  ①⑵ [  لان التابع

: lnu x x  0[اشتقاقي على, [  
ln ln

ln ln ( 1)ln

1

( ) ( )

( )

x x

x x x

P x u x e e
x

e e e P x

 



 





   



  

  

 

0في حالة  ② 1  لدينا 
1( ) (0)

( )
P x P

t x x
x

  
  

1ولأن  0   نلاحظ 
 1

0 0 0

( ) (0)
lim ( ) lim lim
x x x

P x P
t x x

x

  

  


      

 فالتابع ليس اشتقاقياً في هذه الحالة عند الصفر.
1أما في حالة  ③  فلدينا 

1( ) (0)
( )

P x P
t x x

x

  
  

1ولأن  0   نستنتج أن 
 1

0 0 0

( ) (0)
lim ( ) lim lim 0
x x x

P x P
t x x

x

  

  


   

 اشتقاقي عند الصفر ومشتقه معدوم عند الصفر.  Pفالتابع 
)1ومنه العلاقة  )x x     0]صحيحة في هذه الحالة على, [. 

0xفي حالة  ⑶  لدينا 
   ln( ( )) exp ln( ) exp ln ( )xP P x e x P x

      
)وهي تكتب بالصيغة المألوفة  )x x  . 

0في حالة   ⑷   لديناln 1 lnx x

x x



 
  ولكن ،

ln
lim 0
X

X

X
 إذن ln

lim 0
x

x

x
 . 

lnولأن  
ln

t
x x

t




   1حيث

t
x

  فإن

0

ln
lim ln lim 0
x t

t
x x

t



 
  . 

limولدينا أن 
x

x

e

x
   0إذن في حالة   لدينا 

/ /1
lim lim

/

x x

x x

e e

x x

 

  
   . 

lim ولأن ( )
X

P X


   فإن
/

lim
x

x

e

x





 
  

 
وهذا يكافئ  

lim
x

x

e

x
  أو .lim 0

xx

x

e




. 

[التابع المعرّف على  fليكن  [46] [1,   بالصيغة
( ) ln(1 )f x x x  . ن نعلم أln(1 ) xx . 

a) أنّ  أثبت
1

( )
1 1

1 1

n n

e
n n



 
   

    
   

 

b) ليكن n  عدداً طبيعياً موجباً تماماً. وليكنg وh  التابعين المعرّفين
 وفق [0,1]على 

2

1

( ) 1
1! 2! !

( ) ( )
( !)

n
x

n
x

x x x
g x e

n

x
h x g x e

n n






 
     

 

 

 

، واستنتج أنّ [0,1]على  hو gاطراد كلٍّ من التابعين  ادرسو 
1 (1)(1)h g . 

c) أن   استنتج 

1 1 1 1 1 1 1
1 1

1! 2! ! 1! 2! ! ( !)
( )

n n n
e

n
        


  
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d)  1لنتأمّل المتتاليتين( )n nu  1و( )n nv   :1الآتيتين
1

n

nu
n

 
  
 

 

1و 1 1
1

1! 2! !
nv

n
     . ّ3أثبت أن

0 n
n

u
e u

n n
    

)بالاعتماد على  ). من  ثم استنتج( )  ّ1أن
0

( !)
ne v

n n
   . 

e)   المتتاليتين أفضل لحساب تقريب للعدد  أيe؟ 
  الحل:

a) 1 باختيار
n

x   في المتراجحةln(1 ) xx   أنّ نستنتج
1 1ln(1 )
n n

   1أي 1ln( 1 )( )n
n

   ومنه 11
n

n
e  ثُمّ باختيار .

1
1n

x 


  في المتراجحة نفسها نجد  1

1
1

1ln 1
n n 

   وهذا يُكافئ
1

11
ln( )n

n n
  أو   1

1 1
1

ln lnn n
nn n




   أي 

1
11 ln 1
n

n


  

ومن ثَمّ  
1

11
n

n
e


حة . فنكون قد أثبتنا ص( ). 

b) أولًا أنّ  نلاحظ 
2 3

2

2 1

2 1

( ) 1
1! 2! 3! !

1
1! 2! !

1
1! 2! ( 1)!

1
1! 2! ( 1)! !

!

n
x

n
x

n
x

n n
x

n
x

x x x x
g x e

n

x x x
e

n

x x x
e

n

x x x x
e

n n

x
e

n

 

) أي )g x  فالتابع  [0,1]سالب علىg  [0,1]متناقصٌ على . 
من ناحية أخرى، لأنّ 

1

( ) ( )
( !)

n
x xh x g x e
n n


   ّومنه 

 

1

1

( 1)
( ) ( )

( !) ( !)

( 1)

! ( !) ( !)

1 (1 )
( !) ( !)

n n
x x

n n n
x x x

n x n x

x n x
h x g x e e

n n n n

x x n x
e e e

n n n n n

x e x e
n x n x

n n n n


 


  

 


   


   

      

 

) أي )h x  فالتابع  [0,1]موجبٌ علىh  [0,1]متزايدٌ على المجال. 
(1)(ومنه  (0) 1 0 (1( )h g gh    

c)  المتراجحةتنتج ( )  (1)(من 1 (1h g   بضرب الطرفين بالعددe. 
d)  من( ) نجد      

1
1 1 1 1 110 1 1
n n n

nn n n n n n
e u u


         .

3nuوتنتج المتراجحة المطلوبة من ملاحظة أنّ  e   أو
 

6
1
5

1 3nu e   . 
e)  فإذا أردنا حسابe  ًلثلاثة أرقام بعد الفاصلة أي بخطأ أصغر تماما

لنحصل  6v، في حين يكفي أن نحسب 3000uعلينا حساب  310من 

)1 على المطلوب. إذن المتتالية )n nv   1أسرع تقارباً من( )n nu   نحو العدد
e. 
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 التكامل المحدد والتابع الأصلي

   التابع الأصلي:  .1
 أن: نثبت Dالمعرف على fللتابعتابع أصلي  F أن لإثبات
ⓐF  اشتقاقي علىD . 

ⓑ     F x f x  . 
:3 :1مثال 1F x x   2 لـتابعٌ أصلي: 3f x x على . 
. و  علىاشتقاقي  Fلأن    2'    3xF x f x  

2 :2مثال 11
: 3

2

xF x e    ٌأصلي للتابع  تابع
2 1: xf x e المجال على ] ,0[. 
[ علىاشتقاقي  Fلأن  ,0[ و .   2 1'    xeF x f x  

 ؟ذاته على  f لـتابعين أصليين  Gو F أيكون التابعان :3مثال
( ) sin(3 ) 2sinF x x x     3و( ) sin 3sinG x x x . 

 أن يكون يجب ذاته  fتابعان أصليان للتابع  Gو F لكي يكون  الحل:

2

( ) 3cos(3 ) 2cos ( )

( ) cos 9sin cos ( )

F x x x f x

G x x x x f x

   

   
 

3 بالتجريب نجد 3

6 6 8
( ) ( ) 0F G     .إذن الجواب هو لا . 

 :Iعلى  fتابع أصلي للتابع  Fتحقّق أنَّ  [1]
2

2 2
( ) tan , ( ) tan , ,f x x F x x x I         

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

 ...................................................................................

.................................................................................... 

 .Iنفسه على المجال  fتابعان أصليان للتابع  Gو Fتحقّق أنَّ  [2]

 
2

2 2

27 5 3 1
, ( ) , ( )

s

1 1

( n2) ( )c io , s

1,

,

x x x x
I G x F x

x x

I G x F xx x

   



  
 

 

 ⓐ

ⓑ

 

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

 ...................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

 قواعد التابع الأصلي: .2

    h H  
1

1

n
n x
x

n






  0    , a axk  
 

2

2

h
h h   ln

h
h

h


 1 2 1 2h h H H   

) :4مثال ) 3f x     أصليله تابع( ) 3F x x  
3( )f x x  له تابع أصلي

4

( )
4

x
F x  


2

2
( )

5

x
f x

x



2له تابع أصلي  2( ) ln 5 ln( 5)F x x x    

2( ) 5 5 7f x x x    له تابع أصلي
3 2

( ) 5 5 7
3 2

x x
F x x   

 :على  fللتابع  Fجد تابعاً أصلياً  [3]

 

6 3

5 3 3

2

2

( ) 5 ( ) ( ) 2

2
( ) ( ) ( )

1

1
( ) ln ( ) 2 1 ( )

2

x

x

f x x f x x f x

x
f x f x x x f x x

x

e
f x x f x x x f x

x e



   

   


   


ⓒ ⓑ ⓐ

ⓕ ⓔ ⓓ

ⓘ ⓗ ⓖ

 الحل: 

....................................................................................

....................................................................................
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....................................................................................
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....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

 :  للتوابعقواعد التابع الأصلي  .3
 يوجد ثلاث حالات:

  :القواعد نتبع( x) أي حشوته  بسيط التابع إذا كان (1

 
1

2

2

1
 sin ( )   cos( )     tan( ) 

cos

1
cos ( )    sin  

1

( )    cot( )
sin

n
n

x x

x x x
n x

x x x

x
x

e e
x



 


 

  

 

 (: مشتق الساين كوساين وتكامل الكوساين ساينـــكــــة مــــكــــنــــســــة)مــــســ
بـ  ونضرب الناتج نكامله كأنه بسيط درجة أولى التابع ت حشوةكانإذا  (2

1

a
 :أي (xأمثال  a)حيث  

 
 

1

2 2

1

1

1 1
 sin( )    cos( ) cos( )    sin( ) 

1 1 1 1
       tan ( x)         cot( x) 
cos sin

1ax b

n

n ax b
ax b

ax b
a n

x x x x

a a
ax a

e e

a

a

ax

       
 

 




 


    



 


 

 

يكون التابع الذي نوجد التابع أن  نشترط شي التابع ت حشوةكانإذا  (3
ونكامله  الحشوةنحذف مشتق  عندئذ حشوتهالأصلي له مضروب بمشتق 

 :أي كأنه بسيط
1

2

2

1
. sin( )  -cos( )    tan( ) 

1 cos

1
cos( )   sin( )     cot( ) 

sin

n
n

h h

h
h h h h h h h

n h

h h h h h hee
h



    


   

 

)3 :5مثال )f x x  له تابع أصلي
4

( )
4

x
F x  

3( ) (2 5)f x x   له تابع أصلي
41 (2 5)

( )
2 4

x
F x


 

4 5 3( ) 10 (2 1)f x x x   له تابع أصلي
5 4(2 1)

( )
4

x
F x


 

( ) cosf x x  له تابع أصلي( ) sinF x x 
( ) cos(3 2)f x x   1له تابع أصلي

( ) sin(3 2)
3

F x x  

2 3( ) 3 cos( 7)f x x x   3له تابع أصلي( ) sin( 7)F x x  

 . fللتابع  Fجد تابعاً أصلياً  [4]

2

2 3

2

1 2 1

( ) 3 cos( ) ( ) cos3 ( ) cos

1 1
( ) sin( ) ( ) sin2 ( ) sin

( ) 2 ( ) ( )x x x

f x x x f x x f x x

f x f x x f x x
x x

f x xe f x e f x e 

  

   

  

ⓒ ⓑ ⓐ

ⓕ ⓔ ⓓ

ⓘ ⓗ ⓖ
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....................................................................................
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....................................................................................

 ...................................................................................
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....................................................................................
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 نسمي F  تابع أصلي للتابعf ونقول( )x F x k   مجموعة
  fللتابع  الاصلية جميع التوابع

  إذا كان التابع مستمر على مجال الدراسةI صلي.وجد التابع الأ 
 ويحقق الشرط. حدده Iعلى  fللتابع  Fهاتِ تابعاً أصلياً  [5]

2

2 4

2

2

(1) 0, ( )

( ) 0, ( ) sin( )

( ) 0, ( ) sin cos

F f x x x

F f x x

F f x x x

 



  

  

  

ⓐ

ⓑ

ⓒ

 

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

..... ..............................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

 وليس دائماً(غلباً ) طرق التحويل الى قاعدة: .4

  :عند وجود جذر نحول الجذر الى أس
1

2 ,
m

n m nx x x x . 
  اشارة  نرفع المقام الى البسط مع تغير 1عند وجود أس مقام لا يساوي

h ماللوغاريتاذا كان أس المقام واحد نستعمل قاعدة و الأس 

h

 . 

 بية أو فك الأقواس. يكعتتعمال المطابقات التربيعية أو اليمكن اس 
  :كانت درجة البسط أكبر أو تساوي درجة المقام  إذافي التابع الكسري

قليدية ويمكن أن نوزع البسط على المقام نقسم البسط على المقام قسمة إ
  في حالة أن المقام حد واحد.

 حياناً نضرب بعدد ونقسم عليه.ا 
 ( إذاعند وجود عدد نسحبه عامل مشترك )عندك عدد زتو بره 
  نستعمليمكن نستعمل أويلر أو عند وجود أس على تابع مثلثي: 
-  

 أصلي فيما يأتي: تابعأوجد  :6مثال

  
1

2  f x x x      

3

2
3

3
2

2
  

3

x
F x x   

   5

5

1
(2 3)

(2 3)
f x x

x

  


  

 
4

4

1 (2 3) 1 1

2 4 8 (2 3)

x
F x

x


   

 
 

 
1

[sin(4 ) sin(2 )]
2

( ) sin3 cosf x xx xx    

 
1 1 1

 [ cos(4 ) cos(2 )]
2 4 2

F x x x    

 
2 2

2 2

1 1 2
( )

2
x xf x e e

x x

 

   
2/

( )
2

xe
F x



   

   2 3

2 3

1 2
( ) 1 2 (2 2 1)

(2 2 1)

x
f x x x x

x x


    

 
 

  2 3

2 2

2 2

1
4 2 (2 2 1)

2

1 (2 2 1) 1
( )

2 2 4(2 2 1)

x x x

x x
F x

x x





    


 
  

  

 

 ايجاد التكامل عند وجود أس سالب يرد الى المقام وعند وجود كسر بعد 
يُرد الى الجذر وعند وجود سالب في المقام نضعه أمام الكسر  في الأس

 وعند وجود كسر في المقام نضعه أمام الكسر بعد قلبه.

 :Iعلى المجال  fللتابع  Fجد تابعاً أصلياً  [6]
 

 

 

2

3

1
2

2 2

1
3 2

2

1 3
0, , ( ) 1

, ( ) (2 1)

2
, , ( )

1 2

1
1,3 , ( )

( 2 3)

1
, , ( )

(1 3 )

2
1, , ( )

1

I f x
x x

I f x x

I f x
x

x
I f x

x x

I f x
x

x
I f x

x

    

  

    



  

 

    


  


ⓐ

ⓑ

ⓒ

ⓓ

ⓔ

ⓕ

 

 الحل:
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....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

 ...................................................................................

....................................................................................

....................................................................................



                                    الوحدة السابعة )التكامل(                                              –الجزء الأول  -الرياضيات 

181 

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

:جد تابعاً أصلياً للتابع  [7] ( )f x f x  على المجالI. 

3

3 2

4

3

3

2

2 23

4

1

2

2

, ( ) 8 6 2 3

1
]0, ( )

1
] ( )

1
]1, ( )

1 2

( ) ( 1)

4 2
]1, ( )

5
] ( )

4 3

1
] ( )

2

3 1
]0,

2

[

,0[

[

[

,

( )

]

, [

2[

[

, [

I f x x x x

I f x
x

I f x x
x

I f x
x x

I f x x x

x
I f x

x x

I f x
x

x
I f x

x

x
I f x

x

I f

    

  

   

  
 

   


  



  



  




  



















ⓐ

ⓑ

ⓒ

ⓓ

ⓔ

ⓕ

ⓖ

ⓗ

ⓘ

3 2
( )

2 1

x
x

x





ⓙ

 

 الحل:
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....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

 ...................................................................................
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....................................................................................

....................................................................................
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.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

 ...................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

 يةثقواعد التابع الأصلي للتوابع المثل .5
  خواص تخفيض القوةنستعمل أويلر أو عند وجود أس على تابع مثلثي 
 ق الآتي:يمكن تحويل الجداء الى مجموع في التوابع المثلثية وف 
-    1

2
  –sinacosb sin a b sin a b      

 (sinbcosaنبدل  cosasinb)في حالة  -
-    1

2
     –cos a cos b cos a b cos a b     

-    1
2
    –sinasinb cos a b cos a b      

2 2

2 2

2 2

1 1
sin (1 cos2 ) cos (1 cos2 )

2 2

1 1
cot 1  tan 1 

sin cos

x x x x

x x
x x

   

   
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:جد تابعاً أصلياً للتابع  [8] ( )f x f x  على المجالI. 

2

2

4

2

3
2 2

o

]0, [,

,

, ( ) sin cos

, ( ) sin

, ( ) cos 3

, ( ) cos

, ( ) c s3 cos

( ) cot

] , ( ) tan

( )

[

]0, [, cot

I f x x x

I f x x

I f x x

I f x x

I f x x x

I f x x

I f x x

I f x x

 





 

 

 

 

  

 

 

 

ⓐ

ⓑ

ⓒ

ⓓ

ⓔ

ⓕ

ⓖ

ⓘ

 

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

 ...................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

 

 المحدّد التكـــــــــامل .6

   
b b

a a

f x dx f t dt     

   

b
b

a
a

f x dx F x

F b F a

   

 

  

   
b a

a b

f x dx f x dx      
b b

a a

kf x dx k f x dx   

  0
a

a

f x dx       
b c b

a a c

f x dx f x dx f x dx     

                 :7مثال
1

1
2

0
0

(2 3) 3 4I x dx x x      ⓐ 
2 2

2

0
0 0

2 1
2 2ln(3 ) 2ln3

3 3
I dx dx x

x x
         ⓑ

12 2

2 2 2

0 0

1 2
3

1

3

0 1

1 (1 ) ( 1)

2
3 3

I x dx x dx x dx

x x
x x

     

   
       
   

  ⓒ

 

 احسب التكاملات الآتية: [9]

2

3 2

0 0

1

2

1 2

/41

0 0

1

1

0 2

2

3 /2

2 1
1

1
ln ( 4 3)

cos sin

cos sin

1

ln

1 2 2cos2

e

x x

x x

e

t

dt
I I x dx

t

I tdt I x x dx
t

e e x x
I dx dx

e e x x

I te dt I dt
t t

x x dx x dx















  


   

 


 

 

 

 

 

 

 



ⓑ ⓐ

ⓓ ⓒ

ⓕ ⓔ

ⓗ ⓖ

ⓙ ⓘ
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.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

 التكامل المحدد بالتجزئة .7
نستخدم التكامل بالتجزئة  ييجةا  

تكامةةةل ر يةةةو الضةةةدو  م ةةةوو  

 يةة   رجةة  أولةةث  م ل تةةابح وةةة  

أو أسةةةةةةةةةةي  أو ل واريتميةةةةةةةةةة  أو 

تةةةاب ي أو أويانةةةا جةةةدا   جذريةةة  

 رج  أولث. ويث نفةو   وة  

v والأخةةو u الل وةةاريت    وفةةي

 وةةةةام وةةةةدم وجةةةة   الل وةةةةاريت 

 .uنفو  ر يو الضدو  

sin,cos

1
,

ln 1, , : 1

sin

n

n

n

r

u v

x e

x

x ax b
ax b

x x r

e






 

 

           
bb b

a aa

u x v x dx u x v x v x u x dx       

 تكامل جدا  الجديدين. –التكامل بالتجزئ  = جدا  التاب ين الاصليين 

 احسب التكامل المحدّد :8مثال
1

0

xI xe dx . 

  
1

1 1
1

0 0
0

2
( ) ( )x x x e

I x e e dx e e
e

    
              

   خاص  نست مل التكامل بالتجزئ  لضسا  تكامل  حالةفيlnx. 

  :الأولية للفرض: ln , : sin,cosu x v e . 
 .التكاملات الآتية باستعمال تكامل بالتجزئة احسب [10]

0 1

1
1

20
0

1 0

( 1)cos ln

2 1
( 2)

( 2)

ln cos

e

x

e

x

J x xdx I x xdx

x
J dx K x e dx

x

I xdx M e xdx





  


  



 

 

 

 

ⓑ ⓐ

ⓓ ⓒ

ⓕ ⓔ

 

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................... ............................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

 تابع أصلي  اشتقاق 
1

x

x

u x v e

u v e





 

   
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....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................. 

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

2021)دورة   [11] 2)  التكامل الآتي احسب 
2

0

sinI x xdx



  

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

 ................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

  نست ملالتكامل بالتجزئ  إيجا  تابح أصلي بطويق  وند 

 ( ) :
x

a

F x f t dt a D  

:جد تابعاً أصلياً للتابع    [12] ( )f x f x  
2

2 2

( ) ln ( ) cos

( ) sin2 ( ) x

f x x x f x x x

f x x x f x x e

   

   

ⓑ ⓐ

ⓓ ⓒ
 

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

 ...................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 
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....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

 تفريق الكسور .8

 الشروط: عند تحققتفريق الكسور:  نستخدم 

  همقام  رج أصغر تماماً من  هبسطدرجة  تابع كسري. 
 درجة أولى غير مكررة. المقام جداء عوامل 

  :طريقة تفريق الكسور 
 درجة أولى. عواملإلى المقام  نضلل 
 نفرض 

   
....

x a x b

B

x b

A

x a





 
 

  ثم نفرض   نوحد مقاماتx a ثم نفرضx b. 

 التكامل احسب :9مثال
1

2

0

1

2
I dx

x x


 . 
1 1

2

0 0

1 1

2 ( 1)( 2)
I dx dx

x x x x
 

     

1

( 1)( 2) 1 2

1 ( 2) ( 1)

( 1)( 2) ( 1)( 2)

a b

x x x x

a x b x

x x x x

 
   

  


   

 

1نضرب بالمقام المشترك:  ( 2) ( 1)a x b x    
1xض نعو     1نجد

3
a    2ونعوّضx   1نجد

3
b  . 

1أي  1 1 1 1

( 1)( 2) 3 1 3 2x x x x
    

   
 

1 1 1

2

0 0 0

1 1

0 0

1 1 1 1 1

2 3 2 3 1

1 1 2
ln 2 ln 1 ln2

3 3 3

I dx dx dx
x x x x

x x

  
   

           

  
 

 إذا كانت درجة البسط أكبر من المقام نقسم قسمة اقليدية. 
:أصلياً للتابع  تابعاً جد  [13] ( )f x f x  على المجالI. 

 

 

 

 

2

2

2

3

2

3
1, , ( )

1

2,3 , ( )
6

2 1
1,0 , ( )

( )
2

2,

x
I f x

x

x
I f x

x x

x
I f x

x x

x
I f x

x x


  



  
 


  



 
 



ⓐ

ⓑ

ⓒ

ⓓ

 

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

 ...................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 
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....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

.................................................................................... 

 

[14]  f  المعرف على{ 3}\   وفق
24 5 1

( )
3

x x
f x

x

 



. 

ⓐ  الأعدادجد a وb وc  التي تحقق( )
3

c
f x a x b

x
  


. 

ⓑ0 احسب

2
( )J f x dx . 

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

 ...................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

.................................................................................... 

[15] f {1}المعرف على  التابع\D   وفق
2

2
( )

( 1)

x
f x

x



. 

ⓐ  جدa وb وc  التي تحقق
2

( )
1 ( 1)

b c
f x a

x x
  

 
. 

ⓑ 0 احسب

3
( )J f x dx


 . 

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................
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 ...................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

  ون حدود التكامل من يمكن مكاملة طرفي متراجحة بشرط أن تك
 .الأصغر إلى الأكبر

aإذا كان  أي b وكان ،f g  على[ , ]a b كان 
b b

a a
f g . 

sinxأثبت أن  :10مثال x  0في حالةx  
 الحل:

1cos لم أن نع t   0وفي حالةx  

0 0

0 0

cos 1

[sin ] [ ]

sin sin0

sin

x x

x x

t dt dt

t t

x x

x x

 



 



 

 

لدينا أن  [16]
2

1 cos 1
2

x
x   أيا يكن ،x . 

ⓐ  بين أن
3

sin
6

x
x x x   0، أيا يكنx . 

ⓑ استنتج نهاية
2

sinx x

x

  عندما يسعىx .إلى الصفر 

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

................................. ..................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

.................................................................................... 

 المساحة: .9

 من اليسار إلى اليمين تكامل  تساوي  المساحة
 . للتابح الأولث ناقص التابح الأ نث

 أي ( ) ( )
b

a

S f x g x dx  

  المساحةناتج  ً  .والضج   ائماً م جب تماما
 .عند إيجاد المساحة يجب معرفة اليمين واليسار والأعلى والأدنى 
 جد الحل المشترك للأعلى والأدنى.د عدم معرفة اليمين أو اليسار ننع 
  أيعند عدم معرفة الأعلى والأدنى نضع قيمة مطلقة: 

( ) ( )
b

a

S f x g x dx  

)2ليكن التابع  :11مثال )f x x  احسب المساحة للسطح المحصور
1xوالمستقيمين  Oxوالمحور  Cبين الخط   2وx . 

  الحل:
2 2

2

1 1

2
3

1

( ) 0

8 1 7

3 3 3 3

S f x dx x dx

x

  

 
    
 

 
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)2ليكن التابع  :12مثال )f x x   احسب المساحة بين الخط البياني
1xوالمستقيم  Oxوالمحور   

 الحل:
1 1

2

0 0

1
3

0

0 ( )

1

3 3

S f x dx x dx

x

  

 
  
 

 
 

:2ليكن  :13مثال ( )C f x x و:    2  3y x    احسب
 ؟و Cبين المحصورة المساحة 

 للمعادلتين  ركنوجد نقاط التقاطع بالحل المشت الحل:
 2y x 2 و 3y x  

   2 2 2  3  2  3  0 3 1   0x x x x x x          
3 0   3x x            
1 0   1x x    او    

2

3 3

1 1

2

2

3
3

1

32
3

3 3

2 3 2 3S dx dx

x
x

x x x x

x

 



   

 
     
 

  
 

)التابع  ليكن [17] ) 1f x x  المحصور  احسب المساحة للسطح
2xوالمستقيمين  Oxوالمحور  Cبين الخط   5وx  . 

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

................. ..................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

.................................................................................... 

) التابع ليكن [18] ) xf x e  احسب المساحة للسطح المحصور بين
1xوالمستقيمين  Oxوالمحور  Cالخط   وx e . 
 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

 ...................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

 
)التابع  ليكن [19] ) lnf x x  احسب المساحة بين الخط البياني

xوالمستقيم  Oxوالمحور  e. 
 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

 ...................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 
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y

x

z

 
( , , )M x y z

R

r

z

   نرمزmin( , )a b  إلى أصغر العددينa وb. 
)maxز نرم , )a b  العددين  أكبرإلىa وb. 

[20]  f  [0,2]المعرّف على 
)2 وفق ) min( ,2 )f x x x . 

2احسب التكامل 

0
( )f x dx، 

 اذا يمثل هذا العدد ؟ وقلْ م
 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

 ...................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

 لحجم:ا .10
 بالقاود :الضج   يعطى 

( )
b

a

V A t dt  

 ويث

 ,a b طوفي المجس  ولث أود  مسقط

 المضاور.

 t المض ر الذي اسقطنا وليه. مجهول 

 ( )A t ض ر الذي اسقطنا وليه. ي امد الم المجس  بمست  مساو  مقطح

2S  مساوتها وه  والباً  ائو  r. 
حول  Cاحسب الحجم الناتج عن دوران الخط البياني :14مثال
دورة كاملة على المجال  Ox محور 0,2 

  2 f x x 
نقطع المجسم بمستوٍ يعامد  الحل:
فيكون المقطع الناتج  Ox المحور

)دائرة  ولتكن  , )M x y  نقطة من
 . Cالخط 

  2 2

2 2 4

  

 ( )

A x r y

x x

 

 

 

 
 

2

4

0

2
5

0

( )

32

5 5

b

a

V A t dt x dx

x






 

 
  

 

 
 

  
,0]المعرف على  التابع f :15مثال [D  وفق   f x x 
ⓐ  احسب الحجم الناتج عن دوران الخط البيانيC حول محور Ox 

دورة كاملة على المجال  0,4. 
ⓑ  احسب الحجم الناتج عن دوران السطح المحصور بين الخط البياني
C  والمحورOy  1 والمستقيمy   حولOy . دورة كاملة 

  الحل:
ⓐ نقطع المجسم بمستوٍ يعامد المحور Ox .فينتج مقطع هو دائرة 

)لتكن  , )M x y  نقطة من الخطC . 
  2

2 2

 

  ( )

A x r

y x

x



 





 



 

4

0

4
2

0

( )

8
2

b

a

V A t dt x dx

x



 

 

 
  

 

 
 

ⓑ نقطع المجسم بمستوٍ يعامد المحور Oy  فيكون المقطع الناتج دائرة
)ولتكن  , )M x y  نقطة من الخطC . 

  2 2

2 2 4

  

 ( )

A y r x

y y

 

 

 

 
 

2yحيث  x y x   
11 5

4

0 0

( )
5 5

b

a

y
V A t dt y dy


 

 
    

 
  

 . Rوج  رو  نصف قطوها  احسب :16مثال

نقطع المجسم بمستوٍ يعامد  الحل:
فيكون المقطع الناتج  Oz المحور

)دائرة  ولتكن  , )M x y  نقطة من
 . Cالخط 

O

1

x

y

2

( , )M x y

r

O

1

x

y

4

( , )M x y

r

O x

y

( , )M x y
r
1

O 1

1

x

y
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2(z) rA  : 2     بحسب مبرهنة فيثاغورث 2 2r z R   
2نه  وم 2 2r R z  أي  2 2(z)A R z    

 

3

2 2

0

3
2

0

(

2

)

33

b R

a

R

A z dz R z dx

z
R Rz







  

  
    

  

 
 

34وهو جحم نصف الكرة فيكون حجم الكرة 

3
V R


  

)التابع  ليكن [21] ) xf x e  لسطح االضج  الناتج ون  وران احسب
1xوالمستقيمين  Oxوالمحور  Cحصور بين الخط الم  وx e .

  ور  رامل . Ox مض رالو م 

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

 ...................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

)التابع  ليكن [22] ) sinf x x  
ⓐ  ارسم الخط البياني على المجال 0, 
ⓑبين الخط البياني والمحور  السطح المحصور مساحة اوسبOx. 
ⓒ  اوسب الضج  الناتج ون  وران الخط البيانيC و م مض ر Ox 

 ور  رامل  ولث المجام  0,. 
 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

..................................... ..............................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

)المجاور  الشكلفي  [23] المعرف على المجال  fهو الخط للتابع  (
)بالصيغة:  [0,3] ) 3f x x x  .عندما يدور( دورة كاملة  (

حول محور الفواصل يولّد مجسماً 
 .ياً دوران

ما طبيعة مقطع المجسم بمستوٍ  .1
عمودي على محور الفواصل ويمر 

)بالنقطة  ,0)I x 0,3[ حيث[x ؟ 
)عيّن  .2 )A x ثمّ استنتج مساحة المقطع ،V  حجم المجسمS. 

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

 ...................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

0 1 2 3

2

x

1

y

( )
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....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

 
 

 تمارين عامة

1أنّ  أثبت [24]
1

1 1

x

x x

e

e e
 

 
 ، واستنتج

1

0

1

1 x
I dx

e


. 
 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

2018)دورة  [25] 1) ليكنln2

0

2

2 x
I dx

e


  . 

ln2احسب 

0 2

x

x

e
J dx

e


 ثُم ،I J واستنتج ،I. 
 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

 ...................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

.................................................................................... 
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2/ليكن [26]

0

sin2

1 2sin

x
I dx

x




2/.و

0

cos

1 2sin

x
J dx

x




 ،

Iثُم  J احسب  J واستنتج ،I 
 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

 ...................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

: نضع [27]
2

2

0

cosI x x dx



    و
2

2

0

sinJ x x dx



  

ⓐاحسبI J    .ⓑ  تحقق أن
2

0

cos(2 )I J x x dx



   

ⓒ حسب اI J  ثم استنتج قيمة كل منI وJ . 
 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

 ...................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

 

)2وفق  المعرف  على  f التابعليكن  [28] ) cosxf x e x. 
ⓐ  احسب( )f x و( )f x . 
ⓑ  عيّن عددينa وb  يحققان المساوة( ) ( ) ( )f x af x bf x    
ⓒ  ًاستنتج تابعاً أصلياF  للتابعf  على. 

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................
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 ...................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

.................................................................................... 

,0[المعرفة علىf لتابعا ليكن [29] [  وفق 
1

lnf x x
x

 
   

 
 

ⓐ برهن 
2

ln
2

x
g x x x x    تابع  أصلي على 0 ,  

ⓑجد ناتج 
1

1
ln

e

I x dx
x

 
   

 
 

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

 ...................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

.................................................................................... 

 احسب [30]
0

1 cos2x dx


 

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

 ...................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

.................................................................................... 

.................................................................................... 

)وفق  المعرّف على  fليكن  [31] ) (2 ) xf x x e  
ⓐ  ادرس تغيراتf  وارسمC. 
ⓑ مساحة احسب S  الجزء المحصور بين المستقيمين اللذين

0xمعادلتاهما   2وx  ، والخطC  .ومحور الفواصل 
ⓒ الأعداد  عيّنa وb وc  حتّى يكون التابع

2 2: ( ) xG x ax bx c e   2تابعاً أصلياً للتابع( ( ))x f x.  
ⓓ عندما يدور السطحS  ًحول محور الفواصل فإنّه يولّد مجسماً دورانيا 

 .Vاستنتج قيمة  Vحجمه 
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 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

 ...................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

..................... ..............................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 
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 تمارين عامة محلولة

48 احسب [32]

0
sinI x dx



 . 
لدينا  الحل: 2 1

2
sin 1 cos2x x   ومنه

 4 21
4

sin 1 2cos2 cos 2x x x    
ولكن  2 1

2
cos 2 1 cos4x x  ومنه 

 4 3 1 1
sin cos2 cos4

8 2 8
x x x     

ومنه 
/8

0

3 1 1 3 1 4 2
sin2 sin4

8 4 32 64 32
I x x x


  

     
 

 

)2وفق  المعرفٌ على   fليكن التابع  [33] ) sinxf x e x. 
 .fللتابع   Fتابعاً أصلياً عيّن 

2 ليكن الحل:

0
( ) sin

x
tF x e tdt  بإجراء مكاملة بالتجزئة نجد 

2

21
2

sin

cos( )

t

t

u t v e

u t v e

 

  

2 2
2

0 00

2 2

0

( ) sin sin cos
2 2

1 1
sin cos

2 2

xx xt t
t

x

x t

e e
F x e tdt t tdt

e x e tdt

 
   

 

 

 



 

    بإجراء مكاملة بالتجزئة من جديد نجد
2

21
2

cos

sin

t

t

u t v e

u t v e

 

   
 

2 2
2

00

2 2 2

0

1 1
( ) sin cos ( sin )

2 2 2 2

1 1 1 1
sin cos sin

2 4 4 4

x xt t
x

x

x x t

e e
F x e x t t dt

e x e x e tdt

  
        

   





 

2 أي 21 1 1 1
( ) sin cos ( )

2 4 4 4

x xF x e x e x F x     

21ومنه  1
( ) (2sin cos )

5 5

xF x e x x    

 طريقة ثانية. نلاحظ أن
2

2

2

( ) sin

( ) (cos 2sin )

( ) (4cos 3sin )

x

x

x

f x e x

f x e x x

f x e x x



  

  

  

cosلحد الذي يحوي بحذف ا x  من( )f x و( )f x فنجد 
24 ( ) ( ) 5 sin 5 ( )xf x f x e x f x     

4ومنه  1 4 1
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

5 5 5 5
f x f x f x f x f x

 
      

 
 

24أي  1 1
( ) ( ) (2sin cos )

5 5 5

xf f x f x e x x     هو تابع

 .fأصلي للتابع 

[34] f   2وفق  المعرفٌ على 3( ) (1 ) xf x x x x e   . 
:بحيث يكون  Pأيوجد تابع كثير الحدود  ( ) xF x P x e  ًتابعا

 على  fأصلياً للتابع 
)بحيث يكون  Pنفترض وجود كثير حدود  الحل: ) ( ) xF x P x e 

)عندئذ من  fتابع أصلي للتابع  ) ( )F x f x   ولكن
 ( ) ( ) ( ) xF x P x P x e     ومنه

  2 3( ) ( ) (1 )x xP x P x e x x x e        أي
2 3( ) ( ) 1P x P x x x x      ⑴ 

Pولكن درجة    أصغر تماماً من درجةP  أي درجة الطرف الأيسر
. ومنه تكون 3نلاحظ درجة الطرف الأيمن تساوي و  Pتساوي درجة 

 . لذلك تفترض أن3هي  Pدرجة 
3 2( )P x ax bx cx d    

 نجد ⑴بالتعويض في 
3 2 3 2(3 ) (2 ) 1ax a b x b c x c d x x x          

1,2ومنه  1,3 1, 1c d b c a b a        
,10أي  9, 4, 1d c b a        . 

) يحقق Pود تابع كثير الحديوجد منه و  ) ( ) xF x P x e  على. 
)4وفق  التابع المعرف على  fليكن  [35] ) sinf x x. 

) احسب ① )f x و( )f x.  اكتب و( )f x  بدلالة( )f x وcos2x. 
 .لى ع fللتابع  Fتابعاً أصلياً  استنتج ②

 لدينا ① الحل:
4

3

2 2 4

2

( ) sin

( ) 4sin cos

( ) 12sin cos 4sin

1 cos4
3sin 2 4 ( ) 3 4 ( )

2

f x x

f x x x

f x x x x

x
x f x f x



 

  


    

 

②
3 3 1 3 3 1

( ) cos4 ( ) sin4 ( )
8 8 4 8 32 4

f x x f x x x f x
 

       
 

 

33ومنه  3
8 32

( ) sin4 sin cosF x x x x x    
2مستفيداً من  fجد تابعاً أصلياً للتابع  [36] 2sin cos 1x x . 

3 3

3 2

( ) sin sin ( ) cos

( ) sin cos

f x x x f x x

f x x x

  

 

② ①

③
 

3 ① الحل: 2( ) cos (1 sin )cosf x x x x     ومنه
31

3
( ) sin sinF x x x   

②3 2 2( ) sin sin (1 sin )sin (cos 2)sinf x x x x x x x       
31إذن 

3
( ) cos 2cosF x x x   

③3 2 4 2( ) sin cos (cos cos )sinf x x x x x x      ومنه
5 31 1

5 3
( ) cos cosF x x x  . 
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 أصلي فيما يأتي: تابع أوجد [37]

 
2

ln 1
( )

x
f x

x


  

lnه  التابح  الأصلينخمن أن التابح 
( )

x
F x

x
   ن بت ذلك 

2

ln 1
( ) ( )

x
F x f x

x


   

 
2

sin cos
( )

x x x
f x

x


  

)sinه  التابح  الأصليخمن أن التابح ن )
( )

x
F x

x
   ن بت ذلك 

2

sin cos
( ) ( )

x x x
F x f x

x


   

 
2 21 sin ( ) cos ( )

( )
sin(2 ) 2sin( )cos( )

x x
f x

x x x


   

1 sin( ) cos( ) 1 sin( ) cos( )

2 cos( ) sin( ) 2 cos( ) sin( )

x x x x

x x x x

   
       

   
 

1 1 1
( ) ln(cos ) ln(sin ) ln(tan )

2 2 2
F x x x x    

 

 
   

1

2
1

2

3 2 3 2
( ) 3 2 1

1 1

x x
f x x x

x x

 
    

 

 

         

   

1 1 1

2 2 2

1 1

2 2

3 3 1 1 3 1 1 1

3 1 1

x x x x x

x x

  



        

   

 

   
 

 

3 1

2 2 3

3 1
2 2

1 1
( ) 3 2 1 2 1

2 1 1 2 1 2 1

x x
F x x x

x x x x x

 
     

      

 

3وفق  التابع المعرف على  fليكن    [38] 2( ) xf x x e جد ،
)2تابعاً أصلياً بالصيغة  ) ( ) xF x P x e حيث ،P .تابع كثير حدود 

)2بحيث يكون  Pنفترض وجود كثير حدود  الحل: ) ( ) xF x P x e 
)عندئذ من  fتابع أصلي للتابع  ) ( )F x f x   ولكن

  2( ) ( ) 2 ( ) xF x P x P x e    ومنه
  2 3 2( ) 2 ( ) x xP x P x e x e    3أي( ) 2 ( )P x P x x   ⑴ 

Pولكن درجة    أصغر تماماً من درجةP  أي درجة الطرف الأيسر
. ومنه تكون 3في حين درجة الطرف الأيمن تساوي  Pتساوي درجة 

بالصيغة  F. لذلك نبحث عن 3هي  Pدرجة 
3 2 2( ) ( ) xF x ax bx cx d e    الشرط .( ) ( )F x f x  يكافئ 

 2 3 2 3(3 2 ) 2( )ax bx c ax bx cx d x        
3 أي 2(2 1) (2 3 ) 2( ) 2 0a x b a x c b x d c        

1ومنه  3 3 3
, , ,

2 4 4 8
a b c d      . 

3  ومنه 2 21
8

( ) (4 6 6 3) xF x x x x e    

[39] F وG للتابعين  تابعان أصليّان: cos(ln )f x x 
:و sin(ln )g x x على  0, 1، ينعدمان عندx . و 

1
( ) cos(ln )

x

F x t dt    و
1

( ) sin(ln )
x

G x t dt   
:  أثبت ① )أنَّ ) cos(ln ) 1 ( )F x x x G x      

)  و ) sin(ln ) ( )G x x x F x . 
) عبارتي استنتج ② )F x و( )G x. 

)نستعمل التكامل بالتجزئة لحساب   ① الحل: )F x 
cos(ln ) 1

1/ sin(ln )

u t v

u t t v t

 

   
 

1
1 1

1

1
( ) cos(ln ) cos(ln ) ( sin(ln ))

cos(ln ) 1 sin(ln )

cos(ln ) 1 ( )

x x
x

x

F x t dt t t t t dt
t

x x t dt

x x G x

     

  

  

 

 

)ومنه   ) ( ) cos(ln ) 1F x G x x x   
)نستعمل التكامل بالتجزئة لحساب  )F x 

sin(ln ) 1

1/ cos(ln )

u t v

u t t v t

 

  
 

1
1 1

1

1
( ) sin(ln ) sin(ln ) (cos(ln ))

sin(ln ) cos(ln ) sin(ln ) ( )

x x
x

x

G x t dt t t t t dt
t

x x t dt x x F x

    

   

 



 

)ومنه   ) ( ) sin(ln )F x G x x x  
( ) ( ) cos(ln ) 1

( ) ( ) sin(ln )

F x G x x x

F x G x x x

  


 
 

 وبالحل المشترك لجملة المعادلتين السابقتين )بالجمع والطرح( نجد ②
1
2

1
2

( ) ( cos(ln ) sin(ln ) 1)

( ) ( sin(ln ) cos(ln ) 1)

F x x x x x

G x x x x x

  

  
 

0أنّه في حالة  تيقّن [40] x a    1يكون 1
1

1 1a x
 

 
ثم  .

ln(1استنتج أنّ  )
1

a
a

a
a
 


. 

1التابع  نشكل الحل:
:

1
g x

x
بالاشتقاق  

 
2

1
( )

1
g x

x





 

0ومنه في حالة  ومنه نجد متناقص على  x a   لدينا
( ) ( ) (0)g a g x g . 

0aفي حالة   لدينا 
0 0 0

1 1

1 1

a a a

dx dx dx
a x

 
     

ln(1 أي )
1

a
a a

a
  


. 
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2xالخط البياني للتابع   ليكن [41] x على المجال  المعرف
[ 2,2] المستقيم .md  الذي معادلتهy m (0 4)m   يقسم

 mمنطقتين. عند أية قيمة للوسيط  إلى Pداخل جزء القطع المكافئ 
  تتساوى مساحتا هاتين المنطقتين؟ 

)A الحل: )m  مساحة الجزء من داخل القطع الذي يحده المستقيمmd . 
القطع في النقطتين  mdيقطع 

. mو mاللتين فاصلتاها 
 وعليه

A 2( ) ( )

4

3

m

m

m m x dx

m m



 




 

تحقق الشرط المعطى عند قيمة ي
m  التي تحققA A1

2
( ) (4)m  أي 

3

3

4 16

3 3

4

16

2 2

m m

m m

m

m









 

0عددان حقيقيان وأنَّ  bو  aأنَّ  نفترض [42] a b  .  أثبت
   صحة المتراجحة

1
cos cos ( )sin

2
a b b a b  . 

 
sinنلاحظ أن  الحل:

b

a
tdt  يمثلA  مساحة السطح بين الخط

تاهما ومحور الفواصل والمستقيمين الذين معادل sinالبياني للتابع 
x a وx b  

  ABCDالسطح يحوي شبه المنحرف 
 . ABCDأكبر أو يساوي مساحة  Aومنه 
sinADولكن  a وsinBC b  

)والارتفاع  )AB b a   
sin sin

( ) ( )
2

a b
S ABCD b a


  

1وهذا أكبر من 
2
( )sinb a b  لأنsin 0a  . 

Aومنه  1
2
( )sinb a b ولكن .   A sin cos cos

b

a
tdt a b   

1ومنه صحة المتراجحة  
2

cos cos ( )sina b b a b  . 
0aفي حالة  -   1تصبح المتراجحة

2
1 cos sinb b b   

وهي تكافئ
2 2

tan b b  . 

bأما في حالة  -   تصبح المتراجحةcos 1 0a  . 
، ثُمّ احسب مساحة fالذي يُمثّل التابع  Cارسم الخط البياني  [43]

ومحور الفواصل والمستقيمين اللذين  Cالسطح المحصور بين 
xمعادلتاهما  a وx b. 

 

2

4 4
0, ( ) cos 2

6
1, ( )4

ln

(2 1)

1, ( ) ( 1)2 x

a f x x

a f x
x

a f x x

b

e

b

b





  

 









   

①

②

③

 

  ① الحل: 4
( ) cos 2f x x    

دوراً. فتكفي دراسته على المجال  دوري ويقبل العدد  fالتابع  
[0, ] . 

 4
( ) 2sin 2f x x      

) ينعدم )f x  عند
8

x  5و
8

x   
5

8 8

2 2

2 2

0

( )

( ) 1 1

x

f x

f x

  

   



 

 
/4

40

1
cos(2 )

2
s x dx


   . 

 
 بدراسة التغيرات نجد الرسم ②

 
4ومنه 

21

6 2

(1 2 ) 3
s dx

x
 

  . 

③ ( ) ( 1) xf x x e    التابعf  ويحقق  معرف على
lim ( )
x

f x


  وlim ( ) 0
x

f x


  
0yومنه      بياني. مقارب للخط ال 

 ( ) xf x xe    فإشارته تعاكس إشارةx  

x

y

1

1

O 4

x

y

1

1

O
4

O

y

x
/2

1

A
ba
B

C
D

O

1

1 x

y

mmd
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0

( )

( ) 1 0

x

f x

f x

 

  





 

 

ln2

1

ln2
ln2

1
21

1

( 1)

( 1) 1 ln2

x

x x

s x e dx

x e e dx e





 




 

        





 

sinxجملة متجانسة الخطين البيانيين للتابعين  فيارسم  [44] x 
sinxو x x 0]المجال  على, ] ما مساحة السطح المحصور .

,0]بين هذين الخطين على المجال  ]. 
sinxنعلم أن  الحل:  x  تابع

مرجعي ونعلم الخط البياني له  
,0]على المجال  ] . 

0في حالة  1x   يمثل التابع
sinx x x  ًعدد أصغر تماما

sinxمن الواحد مضروب بالتابع  x .فيعطي قيمة أصغر 
1في حالة  x    يمثل التابعsinx x x  عدد أكبر تماماً من

sinxالواحد مضروب بالتابع  x .فيعطي قيمة أكبر 
0xعند    يكونsin sinx x x  1وكذلك عندx   يكون

sin sinx x x  وكذلك عندx   يكونsin sinx x x  
كن إيجاد نقاط مساعدة مثل عند ويم

2

  السابقومنه الرسم . 

   

   

A

1

0 1

1

0 1

1
1

0 1

0 1

1

0 1

sin sin sin sin

(1 )sin ( 1)sin

(1 )( cos ) cos ( 1)( cos ) cos

sin sin 2sin(1)

x x xdx x x xdx

x xdx x xdx

x x xdx x x xdx

x x









 

    

   

       

    

 

 

 

)2وفق  المعرّف على  fليكن  ) ( 2 2) xf x x x e  . 
 .و ولًا بتغيراته، مبيّناً نهاياته عند ادرس التابع وضع جد ①
 T. اكتب معادلة للمماس fالخط البياني الذي يمثّل  Cليكن  ②

 .Tو C. وارسم 1التي فاصلتها  في النقطة  Cخط لل

حتّى يكون التابع  cو bو aعيّن الأعداد  ③
2: ( ) xF x ax bx c e   تابعاً أصلياً للتابعf  ثُم على .

)Aاحسب  ) مساحة السطح المحصور بين محور الفواصل وC 
0xوالمستقيمين   وx .  

lim ① الحل: ( )
x

f x


  .lim ( ) 0
x

f x


 . 
0yومنه    هو مستقيم مقارب 

2( ) (2 2 ) ( )x xf x x e f x x e         0ينعدم في حالةx  . 
0

( ) 0

( ) 2 0

x

f x

f x

 

  



 

 
)لدينا  ② 1)f e  و( 1)f e     معادلة المماس ومنهT  للخط
C  في النقطة  1التي فاصلتها  هيy ex . 
③ 2( ) ( ) xF x ax bx c e     يجب أن يكون( ) ( )F x f x  
)2أي 1) (2 2 ) 2 0a x b a x c b        

,1ومنه  4, 6a b c      . 
:2ومنه  ( 4 6) xF x x x e    تابع أصلي للتابعf. 

A 2

0

( ) ( ) ( ) (0) 6 ( 4 6)f x dx F F e


           

x

y

O 11

1

T

x
O 1

y

M

N

1

x

y

11 O
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 رسوم بيانية وجداولمسائل 

 :fالخط البياني للتابع مسائل حول  .1
 ملاحظات:

 ( )f a ارتفاع الخط البياني عند :a. 
 lim ( )

x a
f x


 .a: ارتفاع الخط البياني عند 

 ( )f a :لخط البياني عند ميل المماس لa. 
  حل المعادلة( )f x a : الفواصل التي ارتفاعهاa. 
  حل المتراجحة( )f x a : مجموعة الفواصل التي ارتفاعها أكبر

 .aتماماً من 
  حل المتراجحة( ) 0f x  : مجموعة الفواصل التي يكون الخط

 .عندها متزايد تماماً 
  مجموعة التعريف تعني وجود الرسم علىOx 
  مجموعة قيم التابع أو المستقر الفعلي( )f D  يعني وجود الرسم

 . Oyعلى المحور
  عند استمرار التابعa عند  يعني اتصال الرسمa. 
  عند اشتقاقية التابعa  عند تعني وجود مماس غير شاقوليa. 
   معادلة المستقيم )المقارب والمماس( هيy ax b . 

ميل المستقيم ويساوي فرق تراتيب نقطتين منه على فرق  aحيث 
 فواصل نقطتين منه. 

 ويمكن كتابة معادلة المماس بالشكل 
( )( ) ( )y f a x a f a   

 كان المشتق معدوم. إذا كان المماس افقي 
  إذا وجد مقارب افقي عند  فلا يوجد عدنها مقارب مائل عند. 
 :العلاقة بين الاستمرار والاشتقاق 

 
 

 المرسوم في الشكل المجاور fالخط البياني للتابع  Cليكن  [1]

 
جد   .1

2 2
lim ( ), lim ( ), lim ( )

xx x
f x f x f x

   
. 

 جد معادلة المقارب الافقي. .2
 ؟ علل.2اشتقاقي عند  fهل  .3
,(3)جد  .4 (3)f f س افقي.. وجد معادلة المما 
 قيمة حدية محلياً؟ علل.  f(2)هل  .5
 اذكرها. ؟fالحدية للتابع  القيمما عدد  .6
)حلول المعادلة  اكتب .7 ) 2f x ؟ 
)ما مجموعة حلول المتراجحة  .8 ) 2f x  ؟ 

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

 ...................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

 ...................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

 ...................................................................................

.................................................................................... 

 التابع

 غير معرف معرف

 غير مستمر مستمر

 غير اشتقاقي اشتقاقي

 السادس 

 السادس

 تاسعال  

 السادس

 البكالوريا  

 السادس

 

x

y

O
1 2

1

4
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 المرسوم في الشكل المجاور fالخط البياني للتابع  Cليكن  [2]

 
 . f جد مجموعة تعريف التابع .1
)أي  جد مجموعة قيم التابع .2 )f D.  
جد   .3

2
lim ( ), lim ( ), lim ( ), lim ( ( ))
x x x x

f x f x f x f f x
   

. 
 ؟ علل.2اشتقاقي عند  fهل  .4
 جد معادلة المقارب المائل. .5
)جد  .6 )3

2
lim ( ) , lim

f x

x
x x

f x x
 

 
)حلول المعادلة  اكتب .7 ) 2f x ؟ 
)حلول المتراجحة  مجموعةما  .8 ) 2f x ؟ 

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

 ...................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

 ...................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

 ...................................................................................

.................................................................................... 

 ، أجب عن الأسئلة:fلدالة  في الشكل المجاور خط بياني  [3]
 حدد مجموعة التعريف.  .1
  .0معادلة للمماس عند  جد .2
 f(0.1)جد تقريبا تآلفياً لـ  .3
استنتج  .4

0

( ) 2
lim
x

f x

x

. 

limجد .5 ( )
x

f x


و  
1

lim ( )
x

f x


 . 
 ؟ مقاربكل  معادلة اكتب .6
)حل المتراجحة  جد .7 ) 0f x . 
)جد  .8 )

lim
x

f x

x
limو   ( )

x
f x x


  

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

 ...................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

 ...................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

 ...................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

 ......................................................................د..........

x

y

O
1 2

1

4

0 1 x

1

y
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 المرسوم في الشكل المجاور fالخط البياني للتابع  Cليكن  [4]

 
 . fأوجد مجموعة تعريف التابع  .1
limجد .2 ( ), lim ( )

x x
f x f x

 
 

)ما عدد حلول المعادلة  .3 ) 2f x ؟ 
 ى أو صغرى للتابع علل ذلك؟محلية كبر  قيمة f(1)هل  .4
 ؟fالحدية للتابع  القيمما عدد  .5
1xاشتقاقياً عند  fأيكون التابع  .6  0عند و ؟x ؟ 
)جد  .7 ) 1 ( )

2
2 0

lim , lim
f x f x

x x
x x 




 

 .  
 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

 ...................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

 ...................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

 ...................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

2017)دورة   [5] 1)  لتابع في الشكل المجاور خط بياني f: 
جد   .1

4
lim ( )
x

f x


و  
4

lim ( )
x

f x


  

 .معادلة كل مقارب استنتج .2
,(0)جد  .3 (0)f f  . 
)جد حلول المعادلة  .4 ) 0f x . 

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

 ...................................................................................

.................................................................................... 

2017)دورة   [6] 2)  في الشكل
 :f لتابع المجاور خط بياني 

جد   .1
2

lim ( )
x

f x


و  
2

lim ( )
x

f x


  

,(0)جد  .2 (0)f f  . 
 .وجيهل التابع فردي أم ز  .3
 .  مماسللمعادلة  اكتب  .4

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

 ...................................................................................

.................................................................................... 

x

y

O

1

1 2 3 4 51

2

1

3

4

5

6
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2018)دورة  [7] 1) لتابع في الشكل المجاور خط بيانيf: 
  دل على القيمة الصغرى المحلية.  .1
limجد  .2 ( )

x
f x


 . 

)دلة ما حلول المعا .3 )f x y. 
 . المستقيممعادلة  اكتب  .4

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

 ...................................................................................

.................................................................................... 

2019دورة )  [8] 2) لتابع في الشكل المجاور خط بياني f: 
جد .1

0
lim ( ), lim ( )
x x

f x f x
 

 

 حلية. وما نوعهادل على القيمة الم .2
)ما حلول المتراجحة  .3 ) 0f x ؟ 
 .f([1,3]) جد .4

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

 ...................................................................................

.................................................................................... 

المتتالية المعرّفة وفق  لتكن [9]

1 ( )n nu f u  0و 0.8u  : 
)المعادلة  حل  .1 )f x x حل 

( )f x x؟ 
  ؟fما جهة اطراد التابع  .2

جهة اطراد ما  .3 
0n n

u


 ؟
 نهايتها المحتملة؟ما  .4

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

 ...................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

 :fلتابع ا مسائل حول جدول تغيرات .2
2019)دورة  ) [10] 1)  الآتي:  التغيرات جدولليكن 

1 2

( ) 0 0

( ) 2 4 3

x

f x

f x

  

   

 

 

limجد .1 ( ), lim ( )
x x

f x f x
 

  

 ؟للخط  الأفقيما معادلة المقارب  .2
 دل على القيمة الصغرى المحلية. .3
[)جد  .4 1,2[)f . 

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

 ...................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 
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  fالجدول الآتي يمثل تغيرات التابع  [11]

 
 جد مجموعة قيم التابع.   .fمجموعة تعريف التابع  أوجد .1
 جد .2

0 0
lim ( ), lim ( ), lim ( ), lim ( )

x xx x
f x f x f x f x

    
  . 

  اكتب معادلة كل مقارب. .3
 .هل يوجد مقارب مائل عند  .4
 اكتب معادلة كل مماس افقي.  .5
)هل  .6 1)f  دية ولماذا؟ قيم ح 
 قيم حدية. f(1)اثبت أن  .7
)جد حلول المتراجحة  .8 ) 0f x . 
)أثبت أن للمعادلة  .9 ) 0f x   0,1[حل وحيد على[ . 

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

 ...................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

 ...................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

 ...................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

.................................................................................... 

f المشتق الخط البياني للتابعمسائل حول  .3 : 
 يمكن الاستفادة من الخط البياني للمشتق بما يلي:

  إذا كان الخط  البياني للمشتقf   فوق المحور يقعOx  كان
 متزايد تماماً.  fالتابع 

  إذا كان الخط  البياني للمشتقf   يقع تحت المحورOx  كان
 متناقص تماماً. fالتابع 

  إذا كان قطع الخط  البياني للمشتقf   المحورOx  أي انعدم
 المشتق كان المماس افقي عندها.

)2 ليكن مثال: )f x x وله الرسم 
 
 

 

 

) هو fفيكون مشتق  ) 2f x x  وله الرسم 

 
 
 

 

  الخط  البياني للمشتق نلاحظ أنf   فوق المحور يقعOx  على
,0]المجال  [  التابع وf  .ًمتزايد تماما 

  الخط  البياني للمشتق نلاحظ أنf  المحور  يقع تحتOx  على
[المجال  ,0[   التابع وf  .ًمتناقص تماما 

  نلاحظ أن الخط  البياني للمشتقf   قطع المحورOx  أي انعدم
 المشتق عند الصفر فالمماس افقي عند الصفر.

1 0 1

( ) 0 0

( ) 2 0 1 2

x

f x

f x

  

    

   

0 1 x

1

y

0 1 x

1

y
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 C2و C1متجانس رسمنا الخطين البيانييْن  معلمفي  [12]
. نعلم أنّ أحدهما مشتقٌ للآخر، قاقيين على لتابعين اشت

fو fلذلك يمكن أن نرمز إليهما  . 

 
 لمشتقه. أي منهماو fأي من الخطين هو للتابع  .1
f(1)و  f(1)جد   .2  ؟، وما عدد المماسات الأفقية 
 .fلخط التابع  1اكتب معادلة للمماس عند  .3
 .f(0.9)جد تقريباً تآلفياً لـ  .4
) المتراجحة حل .5 ) 0f x ؟ 

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

 ...................................................................................

....................................................................................

 ..................................................................................

.................................................................................... 

....................................................................................

.................................................................................... 

أحدهما و . لتابعين اشتقاقيين على  و Cالخطّين البيانيَّيْن  [13]
gو g لهمانرمز  و مشتقٌ للآخر . 

 
 وأي هما لمشتقه. gهذين الخطّين هو الخط للتابع  أي   .1
 ؟0 فاصلتهافي النقطة التي  Cالمماس للخط  ميلما  .2
 0في النقطة التي فاصلتها معادلة المماس  اكتب .3
  1اكتب معادلة المماس عند و  المماسات الافقية. دعدما  .4

 الحل:

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

 ...................................................................................

....................................................................................

 ...................................................................................

................................................................................... 

[14] f و ،تابع معرف علىC   يمثّل الخط للتابع المشتقf . 
fمجال تعريف  دج .1   
f(0) جد .2  (0.7)وf  
  Cهل يوجد مماس افقي للخط  .3
[على  fاطراد  ادرس .4 ,0[  

 الحل:

..................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

....................................................................................

 ...................................................................................

....................................................................................

 ..................................................................................

................................................................................... 
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